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معادلات ديفرانسيل خطی

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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:  را مطرح می کنيممعادلات خطی سومدر فصل 

:ام𝑛معادله ديفرانسيل خطی مرتبه فرم کلی 

𝐹(𝑥) ،𝑎0که در آن توابع   𝑥 ،𝑎1 𝑥 ، .... و𝑎𝑛 𝑥 بر بازه𝑰پيوسته بوده
𝑎𝑛و  𝑥 بر بازه𝑰متحد صفر نباشد.

مطرح معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دومرا برای  معادلات ديفرانسيل خطیتئوری حل 
اين تئوری قابل تعميم به معادلات خطی مراتب بالاتر می باشد. می کنيم
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+′′𝒚:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝒂𝟏 𝒙 𝒚′+𝒂𝟎 𝒙 𝒚 = 𝑭(𝒙)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

𝑦′′+𝑎1𝑦:همگن با ضرايب ثابتمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

2حالت خاصی از معادله

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

حالت خاصی از معادله       
:

1

: کنيم عبارتند ازديفرانسيل خطی مرتبه دوم که در اين فصل مطرح می معادلات 
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+′′𝑦:خطی مرتبه دوم ناهمگنمعادله ديفرانسيل  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

+′′𝑦:نهمگمعادله ديفرانسيل خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

1معادلةجواب عمومی  = 2معادلةجواب عمومی 
يک جواب اختصاصی

1از معادلة 
+

𝑦𝑝𝑦𝑔𝑦

مربوط به جلسه امروز
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(1معادلة برای جواب اختصاصی یک یافتن : هدف) :پارامترتغییر روش 

اختصاصی به فرمدراين روش فرض می کنيم که جواب 

𝑦𝑝 = 𝑣1𝑦1 𝑥 + 𝑣2𝑦2 𝑥

𝑦𝑔از آنجايی که . باشد = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑦2 𝑥 وجواب همگن می باشد𝑦𝑝 تغيير پارامترهایبا

𝐶1و𝐶2 توابعبه𝑣1و𝑣2 ناميمپارامتر تغيير روش روش را همين دليل اين بدست آمده است، به. 

يک جواب اختصاصی

1از معادلة 

𝑦𝑝

+′′𝑦:خطی مرتبه دوم ناهمگنمعادله ديفرانسيل  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1
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𝑦𝑝 = 𝑣1𝑦1 𝑥 + 𝑣2𝑦2 𝑥

+′′𝑦:خطی مرتبه دوم ناهمگنمعادله ديفرانسيل  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝑦𝑝 = 𝑣1𝑦1 𝑥 + 𝑣2𝑦2 𝑥

در دستگاه زير صدق 𝑣2و𝑣1توابعخواهد بود هرگاه  1جواب اختصاصی معادله  

:کنند

ቊ
𝑣′1𝑦1 + 𝑣′2𝑦2 = 0

𝑣′1𝑦′1 + 𝑣′2𝑦′2 = 𝐹(𝑥)
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:  حل می کنيمرا همگنمعادله غير :مثال 

است وابجدارای وابستههمگن معادله : حل 

:                               پسو بنابراين  

:بالا داريممعادله دوو جمع طرفين با ضرب معادله اول در   
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:  اول داريمدرمعادله با جايگذاری  

:درنتيجه
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ቊ
𝑣′1𝑦1 + 𝑣′2𝑦2 = 0

𝑣′1𝑦′1 + 𝑣′2𝑦′2 = 𝐹(𝑥)

𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

𝑣′1
𝑣′2

=
0

𝐹(𝑥)

:با استفاده از قاعده کرامر داريم

𝑣′1 =

0 𝑦2
𝐹(𝑥) 𝑦′2
𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

=
−𝑦2𝐹(𝑥)

𝑊(𝑦1, 𝑦2)
⟹ 𝑣1= න

−𝑦2𝐹(𝑥)

𝑊(𝑦1, 𝑦2)
𝑑𝑥

𝑣′2 =

𝑦1 0

𝑦′1 𝐹(𝑥)
𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

=
𝑦1𝐹(𝑥)

𝑊(𝑦1, 𝑦2)
⟹ 𝑣2= න

𝑦1𝐹(𝑥)

𝑊(𝑦1, 𝑦2)
𝑑𝑥

ه دستگاه مقابل را می توان ب
شکل ماتريسی نوشته و حل

نمود
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𝑚2 + 1 = 0 → 𝑚1 , 𝑚2 = ± 𝑖
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تعميم 

نخطی غير همگه معادليافتن يک جواب اختصاصی از می توان برای را روش تغييرپارامتر
.تعميم داديعنی معادله زير،ام -𝑛مرتبه

اگر
𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 +⋯+ 𝐶𝑛𝑦𝑛

:زير باشدجواب عمومی معادله همگن 

:را به فرم زير در نظر می گيريم𝑦𝑝آنگاه

𝑦𝑝 = 𝑣1𝑦1 + 𝑣2𝑦2 +⋯+ 𝑣𝑛𝑦𝑛
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....(ادامه ) تعميم  

:مجهولی زير می توان جواب خاص معادله غير همگن را بدست آورد𝑛معادله و𝑛دستگاهحل از 
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حالت  خاص
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𝑦′′+ 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

1حالت خاصی از معادلة
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(4معادلة برای جواب اختصاصی یک یافتن :  هدف) :ضرائب نامعینروش 

ت اين جواب، دارای ضرائب نامعينی اس. جواب اختصاصی را پيشنهاد می کنيم( ظاهر)، فرم روشدراين 

ختصاصی با تعيين اين ضرائب، جواب ا. که با قرار دادن آن در معادله، ضرائب نامعين را تعيين می کنيم

.بدست خواهد آمد

y′′+3y′+2yمثلا برای معادله  = 5e−2xجوابی به فرم ،𝑦𝑝 = 𝐵e−2xپيشنهاد می کنيم.

با . است𝐵اين جواب دارای ضريب نامعين (. چگونگی اين پيشنهاد در ادامه توضيح داده خواهد شد) 

.بدست خواهد آمد𝑦𝑝را تعيين کرده و لذا جواب اختصاصی 𝐵قرار دادن اين جواب در معادله، 

يک جواب اختصاصی

4از معادلة 

𝑦𝑝

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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𝑭 𝒙

𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥

𝐹 𝑥 = 𝐴0 + 𝐴1𝑥 + ⋯+ 𝐴𝑛𝑥
𝑛

𝐹 𝑥 = ቐ
𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥
𝐴 cos 𝑏𝑥

𝐴1𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 + 𝐴2𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

𝑥2:     يا مشخصه مفسر چند جمله ای  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

روش ضرائب نامعين

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

𝑥2:     يا مشخصه مفسر چند جمله ای  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

𝑦𝑝:         فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی = 𝐵𝑥𝑗𝑒𝑟𝑥

𝑗 = 0

𝑗 = 1

𝑗 = 2

(نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒓هرگاه  )

(باشدمفسر جمله ای چند ريشه ساده 𝒓هرگاه  )

(باشدمفسر جمله ای چند ريشه مضاعف 𝒓هرگاه  )

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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𝐹 𝑥 = 𝐴0 + 𝐴1𝑥 + ⋯+ 𝐴𝑛𝑥
𝑛

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

𝑥2:     يا مشخصه مفسر چند جمله ای  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

𝑦𝑝:         اختصاصیفرم پيشنهادی برای جواب  = 𝑥𝑗(𝐵0+𝐵1𝑥 +⋯+ 𝐵𝑛𝑥
𝑛)

𝑗 = 0

𝑗 = 1

𝑗 = 2

𝑎0هرگاه) ≠ 𝑎1و0 ≠ 0)

𝑎0هرگاه) = 𝑎1و0 ≠ 0)

𝑎0هرگاه) = 𝑎1و0 = 0)

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

𝑥2:     يا مشخصه مفسر چند جمله ای  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

𝑦𝑝:         اختصاصیفرم پيشنهادی برای جواب  = 𝑥𝑗(𝐵1𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥)

𝑗 = 0

𝑗 = 1

𝐹 𝑥 = ቐ
𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥
𝐴 cos 𝑏𝑥

𝐴1𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 + 𝐴2𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥

(نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒃𝒊هرگاه  )

(باشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒃𝒊هرگاه  )

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 1مثال

𝐷2 − 5𝐷 + 6 𝑦= 0 → 𝐷 − 2 (𝐷 − 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥

𝑚1 = 2

𝑚2 = 3

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 9𝑒5𝑥

𝑚2 − 5𝑚 + 6 = 0    → 𝑚 − 2 (𝑚 − 3) = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥 = 9𝑒5𝑥

𝑦𝑝:         فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی = 𝐵𝑥𝑗𝑒𝑟𝑥

𝑗 = (نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒓هرگاه  )0

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = 𝐵𝑒5𝑥

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 2مثال

𝐷2 − 5𝐷 + 6 𝑦= 0 → 𝐷 − 2 (𝐷 − 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥

𝑚1 = 2

𝑚2 = 3

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 9𝑒3𝑥

𝑚2 − 5𝑚 + 6 = 0    → 𝑚 − 2 (𝑚 − 3) = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥 = 9𝑒3𝑥

𝑦𝑝:         فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی = 𝐵𝑥𝑗𝑒𝑟𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = 𝐵𝑥𝑒3𝑥

𝑗 = (باشدمفسر جمله ای چند ريشه ساده 𝒓هرگاه  )1

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 3مثال

𝐷2 − 6𝐷 + 9 𝑦= 0 → 𝐷 − 3 (𝐷 − 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥

𝑚1 = 3

𝑚2 = 3

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 5𝑒2𝑥

𝑚2 − 6𝑚 + 9 = 0    → 𝑚 − 3 (𝑚 − 3) = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥 = 5𝑒2𝑥

𝑦𝑝:         فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی = 𝐵𝑥𝑗𝑒𝑟𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = 𝐵𝑒2𝑥

𝑗 = (نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒓هرگاه  )0

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
23
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 4مثال

𝐷2 − 6𝐷 + 9 𝑦= 0 → 𝐷 − 3 (𝐷 − 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥

𝑚1 = 3

𝑚2 = 3

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 5𝑒3𝑥

𝑚2 − 6𝑚 + 9 = 0    → 𝑚 − 3 (𝑚 − 3) = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥 = 5𝑒3𝑥

𝑦𝑝:         فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی = 𝐵𝑥𝑗𝑒𝑟𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = 𝐵𝑥2𝑒2𝑥

𝑗 = (باشدمفسر جمله ای چند ريشه مضاعف 𝒓هرگاه  )2

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 5مثال

𝐷2 + 2𝐷 + 3 𝑦= 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 = 5𝑒3𝑥

𝑚2 + 2𝑚 + 3 = 0 → 𝑚1 , 𝑚2 =
−2 ± 4 − 12

2
= −1 ± 2 𝑖

𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑟𝑥 = 5𝑒3𝑥

𝑦𝑝:         فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی = 𝐵𝑥𝑗𝑒𝑟𝑥

𝑗 = (نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒓هرگاه  )0

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = 𝐵𝑒3𝑥

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
25
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 6مثال

𝐷2 − 5𝐷 + 6 𝑦= 0 → 𝐷 − 2 (𝐷 − 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥

𝑚1 = 2

𝑚2 = 3

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 4 𝑠𝑖𝑛 7𝑥

𝑚2 − 5𝑚 + 6 = 0    → 𝑚 − 2 (𝑚 − 3) = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 = 4 𝑠𝑖𝑛 7𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = (𝐵1𝑠𝑖𝑛 7𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 7𝑥)

𝑦𝑝:         اختصاصیفرم پيشنهادی برای جواب  = 𝑥𝑗(𝐵1𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥)

𝑗 = (نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒃𝒊هرگاه  )0

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
26

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 7مثال

𝐷2 + 9 𝑦= 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑠𝑖𝑛 3𝑥 + 𝐶2𝑐𝑜𝑠 3𝑥

𝑚1, 𝑚2 = ±3𝑖

𝑦′′ + 9𝑦 = 4 𝑠𝑖𝑛 3𝑥

𝑚2 + 9 = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 = 4 𝑠𝑖𝑛 3𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = 𝑥(𝐵1𝑠𝑖𝑛 3𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 3𝑥)

𝑦𝑝:         اختصاصیفرم پيشنهادی برای جواب  = 𝑥𝑗(𝐵1𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥)

𝑗 = (باشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒃𝒊هرگاه  )1

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 8مثال

𝐷2 + 2𝐷 + 3 𝑦= 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 = 4 𝑠𝑖𝑛 7𝑥 𝐹 𝑥 = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 = 4 𝑠𝑖𝑛 7𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = (𝐵1𝑠𝑖𝑛 7𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 7𝑥)

𝑦𝑝:         اختصاصیفرم پيشنهادی برای جواب  = 𝑥𝑗(𝐵1𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥)

𝑗 = (نباشدمفسر جمله ای چند ريشه 𝒃𝒊هرگاه  )0

𝑚2 + 2𝑚 + 3 = 0 → 𝑚1 , 𝑚2 =
−2 ± 4 − 12

2
= −1 ± 2 𝑖
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يافتن فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی: 9مثال

𝐷2 − 5𝐷 + 6 𝑦= 0 → 𝐷 − 2 (𝐷 − 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥

𝑚1 = 2

𝑚2 = 3

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥

𝑚2 − 5𝑚 + 6 = 0    → 𝑚 − 2 (𝑚 − 3) = 0

𝐹 𝑥 = 𝐴0 + 𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥
2 + 𝐴3𝑥

3 = 𝑥3 + 2𝑥

:فرم پيشنهادی برای جواب اختصاصی عبارتست از: لذا 

𝑦𝑝 = (𝐵0+𝐵1𝑥 + 𝐵2𝑥
2 + 𝐵3𝑥

3)

𝑦𝑝:         اختصاصیفرم پيشنهادی برای جواب  = 𝑥𝑗(𝐵0+𝐵1𝑥 + 𝐵2𝑥
2 + 𝐵3𝑥

3)

𝑗 = 𝑎0هرگاه)0 ≠ 𝑎1و0 ≠ 0)

𝑎0 = 𝑎1و6 = −5
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نکته

جواب اختصاصی 

3معادله ديفرانسيل 

𝑦′′+𝑎1𝑦
′ + 𝑎0𝑦 = 𝐹1(𝑥)

𝑦′′+𝑎1𝑦
′ + 𝑎0𝑦 = 𝐹2(𝑥)

𝑦′′+𝑎1𝑦
′ + 𝑎0𝑦 = 𝐹1(𝑥)+𝐹2(𝑥)

=
جواب اختصاصی 

1معادله ديفرانسيل 
جواب اختصاصی 

+2معادله ديفرانسيل 

(1

(2

(3

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 9𝑒5𝑥

𝑦𝑝 = (𝐵0+𝐵1𝑥 + 𝐵2𝑥
2 + 𝐵3𝑥

3)

𝑦𝑝 = 𝐵𝑒5𝑥

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥 + 9𝑒5𝑥 𝑦𝑝 = (𝐵0+𝐵1𝑥 + 𝐵2𝑥
2 + 𝐵3𝑥

3) + 𝐵𝑒5𝑥
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امnمعادله کوشی اويلر مرتبه 

𝒙𝒏𝒚(𝒏) + 𝒂𝒏−𝟏𝒙
𝒏−𝟏𝒚(𝒏−𝟏)+ … +𝒂𝟏𝒙𝒚

′+𝒂𝟎𝒚 = 𝟎

𝒙با تغيير متغير   = 𝒆𝒕می توان معادله کوشی اويلر را به معادله خطی همگن با ضرايب ثابت تبديل کرد .

𝑥 = 𝑒𝑡
𝑡=ln 𝑥

𝑥𝑦′ = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡

1

𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=Dy

𝑑

𝑑𝑡
=D

:بطور کلی
𝑥𝑦′ =Dy

𝑥2𝑦′′ = 𝐷(𝐷 − 1)y

𝑥𝑛𝑦(𝑛) = 𝐷 𝐷 − 1 𝐷 − 2 … (𝐷 − (𝑛 − 1))y

⋮
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:مثال

𝑥𝑦′ =Dy

𝑥2𝑦′′ = 𝐷(𝐷 − 1)y

𝑥𝑛𝑦(𝑛) = 𝐷 𝐷 − 1 𝐷 − 2 … (𝐷 − (𝑛 − 1))y

⋮

𝑑

𝑑𝑡
=D

𝑥2𝑦′′ − 4𝑥𝑦′ + 6𝑦 = 0

𝐷(𝐷 − 1)𝑦 − 4𝐷𝑦 + 6𝑦 = 0 𝐷2𝑦 − 𝐷𝑦 − 4𝐷𝑦 + 6𝑦 = 0

→ 𝐷2𝑦 − 5𝐷𝑦 + 6𝑦 = 0

→ 𝐷 − 2 𝐷 − 3 𝑦 = 0

→ 𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2 ln 𝑥 + 𝐶2𝑒

3 ln 𝑥

→ 𝑦𝑔 = 𝐶1𝑥
2 + 𝐶2𝑥

3

متغيرتغيير 

𝑥 = 𝑒𝑡

𝑡 = 𝑙𝑛 𝑥
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پایان
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