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معادلات ديفرانسيل خطی

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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:  را مطرح می کنيممعادلات خطی سومدر فصل 

:ام𝑛معادله ديفرانسيل خطی مرتبه فرم کلی 

𝐹(𝑥) ،𝑎0که در آن توابع   𝑥 ،𝑎1 𝑥 ، .... و𝑎𝑛 𝑥 بر بازه𝑰پيوسته بوده
𝑎𝑛و  𝑥 بر بازه𝑰متحد صفر نباشد.

مطرح معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دومرا برای  معادلات ديفرانسيل خطیتئوری حل 
اين تئوری قابل تعميم به معادلات خطی مراتب بالاتر می باشد. می کنيم
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+′′𝒚:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝒂𝟏 𝒙 𝒚′+𝒂𝟎 𝒙 𝒚 = 𝑭(𝒙)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

𝑦′′+𝑎1𝑦:همگن با ضرايب ثابتمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

2حالت خاصی از معادله

𝑦′′+𝑎1𝑦:ت با ضرايب ثابناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

حالت خاصی از معادله       
:

1

: کنيم عبارتند ازديفرانسيل خطی مرتبه دوم که در اين فصل مطرح می معادلات 
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+′′𝑦:خطی مرتبه دوم ناهمگنمعادله ديفرانسيل  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

+′′𝑦:نهمگمعادله ديفرانسيل خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

1معادلةجواب عمومی  = 2معادلةجواب عمومی 
يک جواب اختصاصی

1از معادلة 
+

𝑦𝑝𝑦𝑔𝑦
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𝑦1اگر   𝑥  و𝑦2 𝑥 در بازه 2دو جواب معادله[𝑎,𝑏]باشند، آنگاه  :

𝑦-الف = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑦2 𝑥 نيز به ازای هر دو عدد ثابت اختياری𝐶1  و𝐶2 خواهد بود2معادله ، جواب.

𝑊:  عبارتست ازآنها رونسکين-ب 𝑦1,𝑦2 =
𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

= 𝑦1𝑦′2 − 𝑦2𝑦′1

𝑊آنها،  يعنیرونسکين-ج 𝑦1,𝑦2 در بازه ،[𝑎,𝑏]يا همواره صفر است و يا هيچگاه صفر نمی شود.

𝑊: اگردو جواب وابسته خطی هستند اگر و تنها اين -د 𝑦1,𝑦2 = 0

𝑦1اگر جوابهای -ه 𝑥  و𝑦2 𝑥آنگاه نيز باشند، مستقل خطی𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑦2 𝑥 عمومی جواب

.بودخواهد [𝑎,𝑏]در بازه 2معادله 

𝑦1، کافيست دو جواب مستقل خطی 2يافتن جواب عمومی معادله بنابر اين برای -و 𝑥  و𝑦2 𝑥 از آن را

𝑦1اگر فقط  . بيابيم 𝑥  داده شده باشد، می توانيم𝑦2 𝑥را خودمان پيدا کنيم  .

𝑦2:  قرار می دهيم 𝑥 = 𝑣(𝑥)𝑦1 𝑥 که𝒗 = ׬
𝟏

𝒚𝟏
𝟐 𝒆

− ׬ 𝒂𝟏(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒙

2معادلةجواب عمومی 

𝑦𝑔
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𝑦1اگر 𝑥  ،𝑦2 𝑥 ، ... و𝑦𝑛 𝑥 در بازه فوقجوابهای معادله[𝑎,𝑏]باشند، آنگاه  :

𝑊:  عبارتست ازآنها رونسکين-ب 𝑦1,𝑦2, … ,𝑦𝑛 =

𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

… 𝑦𝑛
… 𝑦′𝑛

⋮ ⋮
𝑦1

𝑛−1 𝑦2
𝑛−1

⋱ ⋮
… 𝑦𝑛

𝑛−1

𝑊آنها،  يعنیرونسکين-ج 𝑦1,𝑦2, … ,𝑦𝑛 در بازه ،[𝑎,𝑏] است و يا هيچگاه صفر نمی شودصفر يا همواره.

𝑊:    اگردو جواب وابسته خطی هستند اگر و تنها اين -د 𝑦1,𝑦2, … ,𝑦𝑛 = 0

اگر جوابهای  𝑦1-ه 𝑥  ،𝑦2 𝑥 ، ... و𝑦𝑛 𝑥آنگاهنيز باشند، مستقل خطی

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 +⋯+ 𝐶𝑛𝑦𝑛 در بازه فوقعمومی معادله جواب[𝑎,𝑏] بودخواهد.

:به فرم زير داده شده باشدام همگن 𝑛معادله ديفرانسيل خطی مرتبه فرض کنيد 

تعميم 
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حالت  خاص
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𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

2حالت خاصی از معادلة

𝑦′′+ 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02
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𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

𝑦می توان حدس زد که اين معادله جوابی به فرم   = 𝑒𝑚𝑥دارد.
:در زير، صحت اين حدس را بررسی می کنيم

𝑦اگر  = 𝑒𝑚𝑥  باشد، بايد در آن صدق کند3جوابی  از معادله.

𝑦′′+𝑎1𝑦
′+𝑎0𝑦 = 0

𝑦=𝑒𝑚𝑥

𝑚2𝑒𝑚𝑥 + 𝑎1𝑚𝑒
𝑚𝑥+𝑎0𝑒

𝑚𝑥=0

↔ 𝑒𝑚𝑥 𝑚2 + 𝑎1𝑚+ 𝑎0 = 0

↔ 𝑚2 + 𝑎1𝑚 + 𝑎0 = 0

:اينبنابر 

𝑦 = 𝑒𝑚𝑥  می باشد هرگاه  3معادله  از جوابی𝑚  در رابطه𝑚2 + 𝑎1𝑚+ 𝑎0 = صدق کند0
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′′yمعادله   :مثال  − 5y′ + 6y = را در نظر بگيريد0

𝑦1 = 𝑒2𝑥  جواب معادله فوق است زيرا𝑚 = 𝑚2در رابطه  2 − 5𝑚 + 6 = صدق می کند0

𝑦2 = 𝑒3𝑥  جواب معادله فوق است زيرا𝑚 = 𝑚2در رابطه  3 − 5𝑚 + 6 = کندصدق می 0

:بنابر اين
𝑥2های چند جمله ای با استفاده از ريشه  − 5𝑥 + 6 = معادله ديفرانسيلاز ، جوابهايی 0

y′′ − 5y′ + 6 = يا مشخصه جمله ای مفسر به اين چند جمله ای، چند . به دست خواهد آمد0
.گويند

3و 2:    مفسر عبارتند ازچند جمله ای در اينجا ريشه های 
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𝑥2:     يا مشخصه مفسر جمله ای چند  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

:بنابر اين

𝑥2مفسر  ريشه چند جمله ای 𝑚1اگر  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = باشد 0

آنگاه

𝑦 = 𝑒𝑚1𝑥  يک جواب معادله ديفرانسيل𝑦′′+𝑎1𝑦
′+𝑎0𝑦 = 0

.  خواهد بود
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𝑥2:     يا مشخصه مفسر جمله ای چند  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

∆ = 𝑎1
2 − 4𝑎0

∆ > 0

∆ = 0

∆ < 0

𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که
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∆ = 𝑎1
2 − 4𝑎0

∆ > 𝟎

𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

𝑥2:     يا مشخصه مفسر جمله ای چند  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

دارد 𝑚2و  𝑚1در اين حالت، چند جمله ای مفسر دو ريشه حقيقی و متمايز 

𝑦1لذا   = 𝑒𝑚1𝑥   و𝑦2 = 𝑒𝑚2𝑥 خواهند بود3دو جواب معادله.

𝑊:    اين دو جواب مستقل خطی هستند زيرا  𝑦1,𝑦2 ≠ 0

:به فرم زير خواهد بود3جواب عمومی معادله بنابر اين

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑚1𝑥

𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑒
𝑚2𝑥

𝑦𝟐 𝑥

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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∆ = 𝑎1
2 − 4𝑎0

∆ = 𝟎

𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

𝑥2:     يا مشخصه مفسر جمله ای چند  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

.  دارد𝑚در اين حالت، چند جمله ای مفسر يک ريشه مضاعف مثل 
ريشه مشتق چند جمله ای مفسر است يعنی𝑚همچنين 

2𝑚 + 𝑎1 = 0 → 𝑎1 = −2𝑚

𝑦1لذا   = 𝑒𝑚𝑥 خواهد بود3جواب معادله  .𝑦2 = 𝑣𝑦1 = 𝑥𝑒𝑚𝑥که

𝑣 = න
1

𝑦1
2 𝑒

− ׬ 𝑎1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 = න
1

𝑒2𝑚𝑥 𝑒−𝑎1𝑥𝑑𝑥 = න𝑑𝑥 = 𝑥

𝑊:    اين دو جواب مستقل خطی هستند زيرا  𝑦1,𝑦2 ≠ 0

:به فرم زير خواهد بود3جواب عمومی معادله بنابر اين

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑚𝑥

𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑥𝑒
𝑚𝑥

𝑦𝟐 𝑥
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∆ = 𝑎1
2 − 4𝑎0

∆ < 𝟎

𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

𝑥2:     يا مشخصه مفسر جمله ای چند  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

𝑚1در اين حالت، چند جمله ای مفسر دو ريشه مختلط   ,𝑚2 = 𝑎 ± 𝑏𝑖 دارد

𝑦1لذا   = 𝑒 𝑒 𝑎+𝑏𝑖 𝑥
𝑦2و    = 𝑒 𝑒 𝑎−𝑏𝑖 𝑥

.خواهند بود3دو جواب معادله 

𝑊:    اين دو جواب مستقل خطی هستند زيرا  𝑦1,𝑦2 ≠ 0

:در دستگاه اعداد مختلط به فرم زير خواهد بود3جواب عمومی معادله بنابر اين

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑎+𝑏𝑖 𝑥

𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑒
𝑎−𝑏𝑖 𝑥

𝑦2 𝑥

.اين جواب در دستگاه اعداد حقيقی می نويسيم

.....ادامه صفحه بعد 
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∆ < 𝟎𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑎+𝑏𝑖 𝑥

𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑒
𝑎−𝑏𝑖 𝑥

𝑦2 𝑥

→ 𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑎𝑥 𝑒 𝑏𝑖 𝑥+ 𝐶2 𝑒

𝑎𝑥 𝑒 −𝑏𝑖 𝑥

→ 𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑎𝑥(cos 𝑏𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥) + 𝐶2 𝑒

𝑎𝑥(cos 𝑏𝑥 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥)

→ 𝑦𝑔 = 𝐶1 + 𝐶2 𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 + 𝑖 𝐶1 − 𝐶2 𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥

.، يک جواب اختصاصی خواهد داد𝐶2و 𝐶1جواب عمومی فوق به ازای هر 

𝐶1اگر    = 𝐶2 =
1

2
𝑦1آنگاه    = 𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 است3يک جواب معادله.

𝐶1اگر    = −
𝑖

2
 ،𝐶2 =
𝑖

2
𝑦2آنگاه   = 𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 است3جواب معادله يک.

𝑊:    دو جواب مستقل خطی هستند زيرا اين  𝑦1,𝑦2 ≠ 0

:نوشتفرم زير به در دستگاه اعداد حقيقی را می توان 3جواب عمومی معادله بنابر اين

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑎𝑥cos 𝑏𝑥
𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑒
𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥
𝑦𝟐 𝑥
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∆ = 𝑎1
2 − 4𝑎0

𝑥2:     يا مشخصه مفسر جمله ای چند  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

∆ > 0

∆ = 0

∆ < 0

𝑦′′+𝑎1𝑦:تهمگن با ضرايب ثابمعادله خطی مرتبه دوم 
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

:بطور کلی

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑚1𝑥

𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑒
𝑚2𝑥

𝑦𝟐 𝑥

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑚𝑥

𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑥𝑒
𝑚𝑥

𝑦𝟐 𝑥

𝑦𝑔 = 𝐶1 𝑒
𝑎𝑥cos 𝑏𝑥
𝑦1 𝑥

+ 𝐶2 𝑒
𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥
𝑦𝟐 𝑥
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معادلات:  مثال

(الف

(ب

( ج

.معادلات مرتبه دوم با ضرايب ثابت می باشند

065  yyy

044  yyy

0 yyy
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عبارت است از مفسر معادله ( الف

که

.جواب عمومی معادله ديفرانسيل است:         بنابراين

که  ازعبارت است مفسر معادله ( ب

.عمومی معادله ديفرانسيل استجواب :  بنابراين 

که  عبارت است ازمفسر معادله ( ج

بنابراين

.جواب عمومی معادله ديفرانسيل است

0652  mm

3,2m

xx ececy 3

2

2

1 

0442  mm2,2m

xx xececy 2

2

2

1 

012 mm

i
i

m
2

3

2
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31

2

131

2

31

2

411
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











)
2

3
sin

2

3
cos( 21

2
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xcxcey
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:حل
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:𝑫عملگر 

𝐷با تعريف نماد =
𝑑

𝑑𝑥
: داريم

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐷𝑦

𝑦′′ =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝐷2𝑦

⋮

𝐷2 + 𝑎1𝐷 + 𝑎0 𝑦 = 0𝑦′′ + 𝑎1𝑦
′ + 𝑎0𝑦 = 0

𝑥2:   يا مشخصه مفسر چند جمله ای  + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

𝒂𝒏𝒚
(𝒏) + 𝒂𝒏−𝟏𝒚

(𝒏−𝟏)+ … +𝒂𝟏𝒚
′+𝒂𝟎𝒚 = 𝟎

(𝒂𝒏𝑫
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝑫

𝒏−𝟏+ … +𝒂𝟏𝑫+𝒂𝟎)𝒚 = 𝟎
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تعميم 

نيزمی ر تبالابرای معادلات ديفرانسيل با ضرايب ثابت مرتبه بدست آمده رانتايج 

ه های معادله ديفرانسيل دارای ريشمفسر چند جمله ایيعنی اگر . دادتوان تعميم 

يبی از ترک،ديفرانسيلگاه جواب معادله آن ، مختلط باشدمضاعف و، متمايزحقيقی 

هایجواب 

𝑦 = 𝑥𝑘𝑒𝑚𝑥

𝑦 = 𝑥𝑘 𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥

𝑦 = 𝑥𝑘 𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥

.  خواهد بود
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: مثال

(𝐷 − 2)(𝐷 − 5) 𝐷 − 6 2 (𝐷2 + 2𝐷 + 3) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

5𝑥 + 𝐶3𝑒
6𝑥 + 𝐶4𝑥𝑒

6𝑥 + 𝐶5𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝐶6𝑒

−𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥

(𝑚 − 2)(𝑚 − 5) 𝑚 − 6 2 (𝑚2 + 2𝑚 + 3) = 0

𝑚2 + 2𝑚 + 3 = 0 → 𝑚5 , 𝑚6 =
−2 ± 4 − 12

2
= −1 ± 2 𝑖

𝑚1 = 2

𝑚2 = 5

𝑚3 , 𝑚4 = 6
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: مثال

𝐷 − 5 4(𝐷 − 2) 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
5𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒

5𝑥 + 𝐶3𝑥
2𝑒5𝑥 + 𝐶4𝑥

3𝑒5𝑥 + 𝐶5𝑒
2𝑥

𝑚 − 5 4(𝑚 − 2) = 0

𝑚1 , 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4 = 5

𝑚4 = 2
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: مثال

𝐷 + 7 3 𝐷2 + 2𝐷 + 3 2 𝑦 = 0

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
−7𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒

−7𝑥 + 𝐶3𝑥
2𝑒−7𝑥

+𝐶4𝑒
−𝑥 cos 3𝑥 + 𝐶5𝑒

−𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 + 𝐶6𝑥 𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝐶7𝑥 𝑒

−𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑚+ 7 3 𝑚2 + 2𝑚 + 3 2 = 0

𝑚2 + 2𝑚 + 3 = 0 → 𝑚4 , 𝑚5 =
−2 ± 4 − 12

2
= −1 ± 2 𝑖

𝑚1 , 𝑚2, 𝑚3 = −7

𝑚6 , 𝑚7 = −1 ± 2
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پایان
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