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معادلات ديفرانسيل خطی

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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:در فصل اول، هدف ما حل معادلات مرتبه اول به فرم

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

: به فرمبطور معادل يا 

بود
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جدا پذيرمعادلات 

همگنمعادلات 

ساده ترين نوع

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ≡ 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

زعامل انتگرالسا

معادلات خطی مرتبه اول

:آنچه در فصل اول مطالعه کرده ايم

معادلات کامل

معادله برنولی

معادله ريکاتی

ه معادلات مرتبه دو و بالاتر که می توان آنها  را به دو يا چند معادل
(  کاهش مرتبه) مرتبه اول تبديل کرد
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م را مطرح می کنيمعادلات خطی در اين فصل 

:ام𝑛معادله خطی مرتبه فرم کلی 

𝐹(𝑥) ،𝑎0که در آن توابع   𝑥 ،𝑎1 𝑥 ، .... و𝑎𝑛 𝑥 بر بازه𝑰پيوسته بوده
𝑎𝑛و  𝑥 بر بازه𝑰متحد صفر نباشد.

𝒂𝒏 𝒙 𝒂𝒏−𝟏 𝒙 𝒂𝟏 𝒙 𝒂𝟎 𝒙 𝑭(𝒙)
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𝒂𝒏 𝒙 𝒚(𝒏) + 𝒂𝒏−𝟏 𝒙 𝒚(𝒏−𝟏)+…+𝒂𝟏 𝒙 𝒚′+𝒂𝟎 𝒙 𝒚 = 𝑭(𝒙)

𝑭اگر  𝑥 بر بازه𝐼 گوييم و  در غير اينصورت همگنباشد، معادله فوق را متحد صفر
.گوييمناهمگنمعادله فوق را 

.  داردمفهوم همگن در اين فصل ارتباط با معنايی با مفهوم همگن در فصل قبلی ن
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𝑦′′′+𝑥2𝑦′′+5𝑥𝑦′+2𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑦′′+2𝑥𝑦′+4𝑦 = 𝑒𝑥

𝑦(4)+2𝑥𝑦′+4𝑥2𝑦 = 0

:ناهمگنسوم مرتبه خطیمعادله 

:ناهمگنمرتبه دوم خطیمعادله 

:همگنمرتبه  چهارم خطیمعادله 

(𝑥2 − 2𝑥)𝑦′′+4(𝑥 −1)𝑦′+2𝑦 = 𝑒2𝑥 + 𝑙𝑛(𝑥)

:مگنناهدوم مرتبه  خطیمعادله 

𝑎𝑛 𝑥 𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1)+…+𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)

:ام𝑛خطی مرتبه معادله 
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را برایمعادلات ديفرانسيل خطیتئوری حل 

معادلات خطی مرتبه دوم 

لات اين تئوری قابل تعميم به معاد. مطرح می کنيم
خطی مراتب بالاتر می باشد

𝑦′′+ 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.
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+′′𝒚:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝒂𝟏 𝒙 𝒚′+𝒂𝟎 𝒙 𝒚 = 𝑭(𝒙)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

همگن با ضرايب معادله خطی مرتبه دوم 
:ثابت

𝑦′′+𝑎1𝑦
′+𝑎0𝑦 = 03

.اعدادی ثابت هستند𝑎1و𝑎0که

2حالت خاصی از معادله

ابت با ضرايب ثناهمگن معادله خطی مرتبه دوم 
:

𝑦′′+𝑎1𝑦
′+𝑎0𝑦 = 𝐹(𝑥)4

.هستندثابت اعدادی 𝑎1و 𝑎0و 𝑥بر حسب تابعی 𝐹(𝑥)که  

حالت خاصی از معادله       
:

1

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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1قضیه 

+′′𝑦:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

𝐹(𝑥) ،𝑎0فرض کنيد توابع   𝑥 و𝑎1 𝑥   در بازه[𝑎,𝑏]هرگاه . پيوسته باشند𝑥0

1دو عدد دلخواه باشند، آنگاه معادله𝑦1و  𝑦0باشد و هرگاه [𝑎,𝑏]نقطه ای متعلق به 
𝑦دارای يک و تنها يک جواب   𝑥در آن فاصله است به طوری که:

𝑦 𝑥0 = 𝑦0 و𝑦 𝑥1 = 𝑦1

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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2قضیه 

+′′𝑦:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

1معادلهجواب عمومی  = 2معادلهجواب عمومی 
يک جواب اختصاصی

1از معادله
+

𝑦𝑝𝑦𝑔𝑦

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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اثبات

+′′𝑦:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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اثبات

+′′𝑦:معادله خطی مرتبه دوم ناهمگن 𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝐹(𝑥)1

𝐹(𝑥) ،𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.
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3قضیه 

𝑦1اگر   𝑥  و𝑦2 𝑥 باشند، آنگاه  2دو جواب معادله

𝑦 = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑦2 𝑥

خواهد بود2، جواب معادله 𝐶2و  𝐶1نيز به ازای هر دو عدد ثابت اختياری 

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

:به عبارت ديگر
، خود نيز يک جواب آن معادله 2هر ترکيب خطی از دو جواب معادله همگن 

خواهد بود
این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

اثبات
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( رونسکیی) تعریف رونسکین 

𝑦1اگر   𝑥  و𝑦2 𝑥 آنها که با نماد  رونسکينباشند، آنگاه  2دو جواب معادله𝑊 𝑦1,𝑦2

:نمايش داده می شود، عبارتست از

𝑊 𝑦1, 𝑦2 =
𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

= 𝑦1𝑦′2 − 𝑦2𝑦′1

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.
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1لم 

𝑦1اگر   𝑥  و𝑦2 𝑥 در بازه 2دو جواب معادله[𝑎,𝑏]  آنها،  رونسکينباشند، آنگاه

𝑊يعنی 𝑦1,𝑦2 در بازه ،[𝑎,𝑏]يا همواره صفر است و يا هيچگاه صفر نمی شود.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
17

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



اثبات
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ابعوابستگی خطی توخطی و استقلال تعریف 

𝑓اگر   𝑥  و𝑔 𝑥 دو تابع در بازه[𝑎,𝑏] گوييم مستقل خطی باشند، آنگاه  اين دو تابع را

هرگاه تساوی 

𝐶1𝑓 𝑥 + 𝐶2𝑔 𝑥 = 0

ايجاب کند که 

𝐶1 = 𝐶2 = 0

.در غير اينصورت آنها را وابسته خطی می ناميم

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

𝑓اگر  : در واقع  𝑥  و𝑔 𝑥 بازه تعريف شده در دو تابع[𝑎,𝑏] باشند و يکی از آنها مضرب
خواهيم گفتخطی وابسته اين دو تابع را ثابتی از ديگری باشد، آنگاه  
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2لم 

𝑦1اگر   𝑥  و𝑦2 𝑥 در بازه 2دو جواب معادله[𝑎,𝑏] ،آنگاه  اين دو جواب وابسته باشند

اگر خطی هستند اگر و تنها 

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

𝑊 𝑦1, 𝑦2 =
𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

= 𝑦1𝑦′2 − 𝑦2𝑦
′
1 = 0

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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مثال

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
21

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



3قضیه 

𝑦1اگر   𝑥  و𝑦2 𝑥 در بازه 2از معادله مستقل خطی جوابدو[𝑎,𝑏] آنگاه  باشند ،

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑦2 𝑥

خواهد بود[𝑎,𝑏]در بازه 2جواب عمومی معادله 

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.
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𝑦1گفتيم که اگر  3در قضيه  𝑥  و𝑦2 𝑥 در بازه 2از معادله مستقل خطی جوابدو[𝑎,𝑏] باشند ،

𝑦𝑔آنگاه   = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑦2 𝑥 در بازه 2جواب عمومی معادله[𝑎,𝑏]خواهد بود

لذا

𝑦1، کافيست دو جواب مستقل خطی 2برای يافتن جواب عمومی معادله  𝑥  و𝑦2 𝑥از آن را بيابيم.

.  بيان می داريم که حتی با يک جواب هم می توان به جواب عمومی دست يافتدر اينجا 

𝑦1فرض کنيد که جواب  : برای اين کار 𝑥 داده شده باشد2از معادله .𝑦2 𝑥 را طوری می يابيم که

𝑦2:   اولا 𝑥 باشد2جواب معادله

𝑦1:   ثانيا 𝑥  و𝑦2 𝑥مستقل خطی باشند.

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.
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𝑦1فرض کنيد که جواب   𝑥 در بازه 2از معادله[𝑎,𝑏]باشد.

𝑦2:  قرار می دهيم 𝑥 = 𝑣(𝑥)𝑦1 𝑥

𝑣:                   که  = ׬
1

𝑦1
2 𝑒

− ׬ 𝑎1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑦2:   اولا 𝑥 می باشد2جواب معادله

𝑦1:   ثانيا 𝑥  و𝑦2 𝑥مستقل خطی می باشند.

𝑦𝑔:  لذا = 𝐶1𝑦1 𝑥 + 𝐶2𝑣(𝑥)𝑦1 𝑥 در بازه 2جواب عمومی معادله[𝑎,𝑏] بودخواهد

+′′𝑦:همگنمعادله خطی مرتبه دوم  𝑎1 𝑥 𝑦′+𝑎0 𝑥 𝑦 = 02

𝑎0که   𝑥 و𝑎1 𝑥 توابعی بر حسب𝑥هستند.

گراستفاده از یک جواب معلوم برای یافتن جواب دی
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𝑣 = න
1

𝑦1
2
𝑒− ׬ 𝑎1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥
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𝑣 = න
1

𝑦1
2
𝑒− ׬ 𝑎1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥
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