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اولفصل 
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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:در فصل اول، هدف ما حل معادلات مرتبه اول به فرم

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

: به فرمبطور معادل يا 

می باشد
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جدا پذيرمعادلات 

همگنمعادلات 

ساده ترين نوع

معادلات کامل

موضوع بحث امروز

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ≡

زعامل انتگرالسا

معادلات خطی مرتبه اول
موضوع بحث امروز

:آنچه تاکنون مطالعه کرده ايم
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عامل انتگرالساز
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عامل انتگرال ساز

ديفرانسيلمعادلۀکنيدفرض:تعريف

𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 ∗

مثلتابعیاگر،(هستند𝑦و𝑥حسببرمتغيرهدوتوابعی𝑁و𝑀)نباشدکامل

𝑷(𝒙, 𝒚)

ایمعادلهقبلمعادلۀطرفيندرآنکردنضربباکهباشدداشتهوجودقسمیبه
𝑃𝑀𝑑𝑥معادلۀيعنیآيدبدستکامل + 𝑃𝑁𝑑𝑦 = تابعاينصورتدر.باشدکامل0

.گوئيممی*معادلۀبرای(.ا.ع)سازانتگرالعاملرا
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:سازانتگرالعاملمحاسبه

ديفرانسيلمعادلۀکنيدفرض

𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 ∗

معادلۀآنگاهباشد*معادلۀبرایسازانتگرالعامليک𝑃(𝑥,𝑦)ونباشدکامل

𝑃𝑀𝑑𝑥 + 𝑃𝑁𝑑𝑦 = 0

:بنابراين.کندصدقبودنکاملشرطدربايدپساستکامل

𝜕(𝑃𝑀)

𝜕𝑦
=
𝜕(𝑃𝑁)

𝜕𝑥

:نتيجهدر

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃
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:سازانتگرالعاملمحاسبه

:اينبنابر

𝑀𝑑𝑥معادلهبرایانتگرالسازیعامل𝑃اگر + 𝑁𝑑𝑦 = دربايدآنگاهباشد0
:کندصدقزيررابطه

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 #

𝑁و𝑀حسببرصراحتارا𝑃کهآوردبدستفرمولیتواننمیفوقرابطهاز

سیبررراحالت هايیيعنی.رويممیخاصهایحالتسراغاينبنابر.آوردبدست

.باشدشدهاعمالمحدوديتيک𝑃رویکهکنيممی
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(.باشد𝑥حسببرفقط𝑃):الفخاصحالت

𝑃��داريماينصورتدرباشد،𝒙حسببرفقطتابعی،(*معادلۀ.ا.ع)،𝑃اگر

𝜕𝑦
= 0.

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 #

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑁

⇒

𝜕𝑃
𝜕𝑥
𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
(𝟏)

اينصورت باشد، در 𝒙فقط بر حسب تابعی ، 𝑃اگر 
تبديل می شود(𝟏)به رابطه #رابطه 

دو کاربرد مهم (𝟏)فرمول 
:دارد

تشخيص اينکه چه موقع-1
𝑀𝑑𝑥معادله  + 𝑁𝑑𝑦 = 0

عامل انتگرالسازی دارد که 
.است𝑥فقط بر حسب  

چگونه عامل انتگرالساز-2
.مذکور را بيابيم

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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(.باشد𝑥حسببرفقط𝑃):الفخاصحالت

𝑀𝑑𝑥چه موقع معادله -1 + 𝑁𝑑𝑦 = است؟𝑥عامل انتگرالسازی دارد که فقط بر حسب  0

هرگاه  : جواب
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑁
فقط بر 𝟏زيرا در اين حالت، طرف اول رابطه . ) باشد𝑥فقط بر حسب  

.(باشد𝑥است پس بايد طرف دوم هم فقط بر حسب 𝑥حسب 

.چگونه عامل انتگرالساز مذکور را بيابيم-2
.انتگرال می گيريم(𝟏)از طرفين : جواب

𝜕𝑃
𝜕𝑥
𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
(𝟏)

න

𝜕𝑃
𝜕𝑥
𝑃
𝑑𝑥 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
𝑑𝑥

→ 𝐿𝑛 𝑃 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
𝑑𝑥 → 𝑃 = ±𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁 𝑑𝑥

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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(.باشد𝑦حسببرفقط𝑃):بخاصحالت

𝑃��داريماينصورتدرباشد،𝒚حسببرفقطتابعی،(*معادلۀ.ا.ع)،𝑃اگر

𝜕𝒙
= 0.

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 #

⇒
𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 = −

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀

⇒

𝜕𝑃
𝜕𝑦

𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀
(𝟐)

اينصورت باشد، در 𝒚فقط بر حسب تابعی ، 𝑃اگر 
تبديل می شود(𝟐)به رابطه #رابطه 

دو کاربرد مهم (𝟐)فرمول 
:دارد

تشخيص اينکه چه موقع-1
𝑀𝑑𝑥معادله  + 𝑁𝑑𝑦 = 0

عامل انتگرالسازی دارد که 
.است𝐲فقط بر حسب  

چگونه عامل انتگرالساز-2
.مذکور را بيابيم

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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(.باشد𝑦حسببرفقط𝑃):بخاصحالت

𝑀𝑑𝑥چه موقع معادله -1 + 𝑁𝑑𝑦 = است؟yعامل انتگرالسازی دارد که فقط بر حسب  0

هرگاه    : جواب
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

−𝑀
فقط بر 𝟐زيرا در اين حالت، طرف اول رابطه . ) باشد𝑦فقط بر حسب  

.(باشد𝑦است پس بايد طرف دوم هم فقط بر حسب 𝑦حسب 

.چگونه عامل انتگرالساز مذکور را بيابيم-2
.انتگرال می گيريم(𝟐)از طرفين : جواب

𝜕𝑃
𝜕𝑦

𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀
(𝟐)

න

𝜕𝑃
𝜕𝑦

𝑃
𝑑𝑦 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀
𝑑𝑦

→ 𝐿𝑛 𝑃 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀
𝑑𝑦 → 𝑃 = ±𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀 𝑑𝑦

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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𝑧حسببرفقط𝑃):جخاصحالت = 𝑥 + 𝑦باشد.)

𝑧تابعی فقط بر حسب،(*معادلۀ . ا.ع) ، 𝑃اگر  = 𝑥 + 𝑦داريم، در اينصورت باشد

𝜕𝑃

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
. 1 =

𝜕𝑃

𝜕𝑧

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
. 1 =

𝜕𝑃

𝜕𝑧

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 #

⇒
𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑧
(𝑁 −𝑀)

⇒

𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁 −𝑀
(𝟑)

اينصورت باشد، در 𝒚فقط بر حسب تابعی ، 𝑃اگر 
تبديل می شود(𝟑)به رابطه #رابطه 

دو کاربرد مهم (𝟑)فرمول 
:دارد

تشخيص اينکه چه موقع-1
𝑀𝑑𝑥معادله  + 𝑁𝑑𝑦 = 0

عامل انتگرالسازی دارد که 
𝑧فقط بر حسب  = 𝑥 + 𝑦

.است

چگونه عامل انتگرالساز-2
.مذکور را بيابيم

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
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𝑧حسببرفقط𝑃):جخاصحالت = 𝑥 + 𝑦باشد.)

𝑀𝑑𝑥چه موقع معادله -1 + 𝑁𝑑𝑦 = 𝑧عامل انتگرالسازی دارد که فقط بر حسب 0 = 𝑥 + 𝑦
است؟

هرگاه    : جواب
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑁−𝑀
𝑧فقط بر حسب = 𝑥 + 𝑦𝟑زيرا در اين حالت، طرف اول رابطه . ) باشد

𝑧فقط بر حسب = 𝑥 + 𝑦است پس بايد طرف دوم هم فقط بر حسب𝑧 = 𝑥 + 𝑦باشد).

.چگونه عامل انتگرالساز مذکور را بيابيم-2
.انتگرال می گيريم(𝟑)از طرفين : جواب

𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁 −𝑀
(𝟑)

න

𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑃
𝑑𝑧 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁 −𝑀
𝑑𝑧

→ 𝐿𝑛 𝑃 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁 −𝑀
𝑑𝑧 → 𝑃 = ±𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁−𝑀 𝑑𝑧
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𝑧حسببرفقط𝑃):دخاصحالت = 𝑥𝑦باشد.)

𝑧تابعی فقط بر حسب،(*معادلۀ . ا.ع) ، 𝑃اگر  = 𝑥𝑦داريم، در اينصورت باشد

𝜕𝑃

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
. 𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
. 𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 #

⇒
𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝑥𝑀 +

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝑦𝑁 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑃 =

𝜕𝑃

𝜕𝑧
(𝑦𝑁 − 𝑥𝑀)

⇒

𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑦𝑁 − 𝑥𝑀
(𝟒)

اينصورت باشد، در 𝒚فقط بر حسب تابعی ، 𝑃اگر 
تبديل می شود(𝟒)به رابطه #رابطه 

دو کاربرد مهم (𝟒)فرمول 
:دارد

تشخيص اينکه چه موقع-1
𝑀𝑑𝑥معادله  + 𝑁𝑑𝑦 = 0

عامل انتگرالسازی دارد که 
𝑧فقط بر حسب  = 𝑥𝑦است.

چگونه عامل انتگرالساز-2
.مذکور را بيابيم
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𝑧حسببرفقط𝑃):دخاصحالت = 𝑥𝑦باشد.)

𝑀𝑑𝑥چه موقع معادله -1 + 𝑁𝑑𝑦 = 𝑧عامل انتگرالسازی دارد که فقط بر حسب 0 = 𝑥𝑦است؟

هرگاه   : جواب
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
𝑧فقط بر حسب  = 𝑥𝑦𝟑زيرا در اين حالت، طرف اول رابطه . ) باشد

𝑧فقط بر حسب = 𝑥𝑦است پس بايد طرف دوم هم فقط بر حسب𝑧 = 𝑥𝑦باشد).

.چگونه عامل انتگرالساز مذکور را بيابيم-2
.انتگرال می گيريم(𝟒)از طرفين : جواب

𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑃
=

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑦𝑁 − 𝑥𝑀
(𝟒)

න

𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑃
𝑑𝑧 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑦𝑁 − 𝑥𝑀
𝑑𝑧

→ 𝐿𝑛 𝑃 = න

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑦𝑁 − 𝑥𝑀
𝑑𝑧 → 𝑃 = ±𝑒

׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀𝑑𝑧
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اگر   
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
𝑧فقط بر حسب  = 𝑥𝑦باشد

انتگرالسازی دارد که فقطعامل ∗معادله 
𝑧بر حسب  = 𝑥𝑦است و

انتگرالسازعامل = 𝑒
׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀𝑑𝑧

𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 ∗

اگر  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑁
باشد𝑥بر حسب فقط 

انتگرالسازی دارد که فقطعامل ∗معادله 
است و𝑥بر حسب 

انتگرالسازعامل = 𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁 𝑑𝑥

اگر  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

−𝑀
باشد𝑦بر حسب فقط 

انتگرالسازی دارد که فقطعامل ∗معادله 
است و𝑦بر حسب 

انتگرالسازعامل = 𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀 𝑑𝑦

اگر  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑁−𝑀
𝑧بر حسب فقط  = 𝑥 + 𝑦باشد

انتگرالسازی دارد که فقطعامل ∗معادله 
𝑧بر حسب  = 𝑥 + 𝑦است و

انتگرالسازعامل = 𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁−𝑀
𝑑𝑧
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𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑁
است𝑥بر حسب فقط 

𝑥انتگرالسازی دارد که فقط بر حسب عامل ∗معادله 
است و

انتگرالسازعامل = 𝑃 = 𝑒׬

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
𝑑𝑥 = 𝑒׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓 𝑥 𝑦 − 𝑔 𝑥 = 0 ⟹ (𝑓 𝑥 𝑦 − 𝑔 𝑥 )

𝑀

𝑑𝑥 + ด(1)
𝑁

𝑑𝑦 = 0

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝑁
=
𝑓 𝑥 − 0

1
= 𝑓 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓 𝑥 𝑦 = 𝑔 𝑥 ∗ :اولمرتبه فرم کلی معادله ديفرانسيل خطی 
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𝑃 = 𝑒׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑦ديفرانسيل خطی مرتبه اولبا ضرب طرفين معادله

𝑑𝑥
+ 𝑓 𝑥 𝑦 = 𝑔 𝑥در عامل انتگرالساز داريم :

𝑃(𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑓 𝑥 𝑦 = 𝑃(𝑥)𝑔 𝑥

𝑑𝑃

𝑑𝑥
=𝑓 𝑥 .𝑒׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥=𝑓(𝑥)𝑃(𝑥) 𝒅

𝒅𝒙
𝒚. 𝑷 = 𝑷𝒈

𝑦. 𝑃 = න𝑃𝑔𝑑𝑥 + 𝐶

𝑦 = 𝑃−1 න𝑃𝑔𝑑𝑥 + 𝐶

𝑦 = 𝑒− ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 න𝑒׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶
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: بطور کلی

𝑃 = 𝑒׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓 𝑥 𝑦 = 𝑔 𝑥

𝒅

𝒅𝒙
𝒚. 𝑷 = 𝑷𝒈
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:تمرين

𝑥𝑦𝑑𝑥ديفرانسيل  معادلۀ  + (1 + 𝑥2)𝑑𝑦 = .را در نظر بگيريد0

است و به 𝑥نشان دهيد که معادله عامل انتگرال سازی دارد که تابعی فقط بر حسب ( الف
.کمک آن جواب معادله را بدست آوريد

است و به 𝑦نشان دهيد که معادله عامل انتگرال سازی دارد که تابعی فقط بر خسب ( ب
.کمک آن جواب معادله را بدست آوريد

.جوابهای بدست آمده در قسمتهای الف و ب را با هم وفق دهيد( ج

:نتيجه

.عامل انتگرال ساز منحصر به فرد نيست
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𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 ∗

:  تمرين

است؟عامل انتگرال سازی دارد که تابعی بر حسب متغيرهای زير ∗موقع معادلۀ چه 

𝑢 = 𝑥. 𝑦 𝑢 = 𝑥 − 𝑦

𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 𝑢 = 𝑥2𝑦

𝑢 =
𝑥

𝑦
𝑢 = 𝑥𝑦2

𝑢 =
𝑦

𝑥
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پایان
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