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اولفصل 
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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:در فصل اول، هدف ما حل معادلات مرتبه اول به فرم

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

: به فرمبطور معادل يا 

می باشد
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جدا پذيرمعادلات 

همگنمعادلات 

ساده ترين نوع

موضوع بحث امروزمعادلات کامل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ≡
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معادلات کامل

𝑓که اگر دسته منحنی يک پارامتری   𝑥,𝑦 = 𝑐 مشتق گيری شده باشد، با داده
.  فوق بدست می آيد منحنی ديفرانسيل دسته ، معادلۀ ضمنی

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑐

𝐺 = 𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑐 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝜕𝐺
𝜕𝑥
𝜕𝐺
𝜕𝑦

= −

𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0

در بحث معادلات کامل عکس 
استفاده قرارمقابل مورد موضوع 

اگر معادله.می گيرد
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0

ک دسته منحنی يباشد، شده داده 
𝑓پارامتری   𝑥,𝑦 = 𝑐 جواب آن
.خواهد بود
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معادلات کامل

مثلاً اگر دسته منحنی

𝑥2 + 3𝑥𝑦 + 4𝑦2
𝑓(𝑥,𝑦)

= 𝐶

:ازمعادلۀ ديفرانسيل آن عبارتست بگيريم آنگاه  در نظر را 

(2𝑥 + 3𝑦)
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝑑𝑥 + (3𝑥 + 8𝑦)
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝑑𝑦 = 0

A

B

:  بنابر اين
2𝑥)اگر معادله  + 3𝑦) 𝑑𝑥 + (3𝑥 + 8𝑦) 𝑑𝑦 = شده باشد،  آنگاه داده 0

𝑥2پارامتری  دسته منحنی يک  + 3𝑥𝑦 + 4𝑦2 = 𝐶 آن خواهد بودجواب.
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معادلات کامل

معادلهاگر
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0

𝑓دسته منحنی يک پارامتری  باشد، شده داده  𝑥,𝑦 = 𝑐جواب آن خواهد بود.

معادلهاگر
𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑓متغيره  باشد و تابع دو شده داده  𝑥,𝑦 باشد بطوری که موجود
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦)

پارامتریمنحنی يک آنگاه معادله          به معادله         تبديل شده و لذا دسته 
𝑓 𝑥,𝑦 = 𝑐 خواهد بودمعادله جواب.

*

1

*1
*
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معادلات کامل

معادلهاگر
𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑓متغيره  باشد و تابع دو شده داده  𝑥,𝑦 باشد بطوری که موجود

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦)

.گوييممعادله کامل آنگاه معادله         را يک 

*

*
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را که در دو شرط مذکور 𝑓(𝑥,𝑦)گاهی اوقات ممکن است بتوانيم وجود تابعی مانند 
مثلاً اگر معادلۀ . صدق کند حدس بزنيم

𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 = 0
داده شده باشد آنگاه تابع

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦
هر دو شرط 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑥

𝑥𝑦لذا  . را دارد = 𝑐 معادلۀ قبل می باشدجواب.
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اگر معادلۀ يا مثلاً  

−
𝑦

𝑥2
𝑑𝑥 +

1

𝑥
𝑑𝑦 = 0

داده شده باشد آنگاه تابع

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑥
هر دو شرط 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦 = −

𝑦

𝑥2

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 =

1

𝑥

𝑥𝑦لذا  . را دارد = 𝑐 معادلۀ قبل می باشدجواب.
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:توجه

معادلۀ 
𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 = 0

ضمناً بر اساس . می باشدهم همگن همينطور اين معادله . می باشدنيز جدا پذير 
.نيز هستکاملتوضيحات قبل 

طی بعد از معرفی معادلات خطی مرتبۀ اول، حتی می توان نشان داد که اين معادله خ
:کهاز اين مطالب نتيجه می گيريم . نيز می باشد

.  ندانواع مختلف معادلات مرتبۀ اول که در اين فصل مطرح می شود جدا از هم نيست
...(ممکن است يک معادله هم جدا پذير و هم همگن باشد و )
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معادلات کامل

:شوددر بحث معادلات کامل دو سؤال زير مطرح می حال 

که هر دو شرط 𝑓(𝑥,𝑦)با چه روشی می توانيم از وجود تابع -1
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦)

شويم؟ را داشته باشد مطمئن 
𝑀شويم که معادله به عبارت ديگر چگونه متوجه ) 𝑥,𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑑𝑦 = کامل 0

(است؟

داشته باشد چگونه می توان آن را بدست وجود 𝑓(𝑥,𝑦)در صورتی که تابع -2
.آورد
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معادلات کامل

.در ارتباط با پاسخ اول می توان آزمون مهم زير را ارائه داد

:  آزمون
𝑀(𝑥ديفرانسيل معادلۀ  ,𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁 (𝑥 ,𝑦) 𝑑𝑦 = است اگر و تنها کامل 0

اگر
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥

.در حل مسئل توضيح خواهيم داد( 2)رابطه با پاسخ سؤال در 

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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.در ارتباط با پاسخ اول می توان آزمون مهم زير را ارائه داد

:  آزمون
𝑀(𝑥ديفرانسيل معادلۀ  ,𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁 (𝑥 ,𝑦) 𝑑𝑦 = است اگر و تنها کامل 0

اگر
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥

.در حل مسئل توضيح خواهيم داد( 2)رابطه با پاسخ سؤال در 
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معادلات کامل

:مثال
(2𝑥𝑦 – 𝑡𝑎𝑛 𝑦) 𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑦) 𝑑𝑦 = 0

:حل
(2𝑥𝑦 – 𝑡𝑎𝑛 𝑦)

𝑀

𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑦)
𝑁

𝑑𝑦 = 0

𝜕𝑀

𝜕𝑁
= 2𝑥𝑦 − 𝑠𝑒𝑐2𝑦 =

𝜕𝑁

𝜕𝑥

. کامل استبالا پس معادلۀ 

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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معادلات کامل

:ادامه حل
:  وجود دارد بطوری که𝑓(𝑥,𝑦)لذا تابع  

(2𝑥𝑦 – 𝑡𝑔 𝑦)
𝑀

𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑦)
𝑁

𝑑𝑦 = 0

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦 − tan 𝑦 → 𝑓 𝑥, 𝑦 = න 2𝑥𝑦 − tan 𝑦 𝑑𝑥 = 𝑥2𝑦 − 𝑥 tan 𝑦 + 𝑔 𝑦 →

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥2 − 𝑥𝑠𝑒𝑐2𝑦 +

d𝑔

d𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥2 − 𝑥𝑠𝑒𝑐2𝑦

𝑑𝑔

𝑑𝑦
= 0 → 𝑔 𝑦 = 𝑘𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥2𝑦 − 𝑥 tan 𝑦 + 𝑘

𝑥2𝑦 − 𝑥 tan 𝑦 + 𝑘 = 𝐶1

𝑥2𝑦 − 𝑥 tan 𝑦 = 𝐶
این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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16

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



معادلات کامل

:مثال
(3𝑥2𝑦 + 𝑦2) 𝑑𝑥 = (−𝑥3 + 2𝑥𝑦) 𝑑𝑦

:حل
(3𝑥2𝑦 + 𝑦2)

𝑀

𝑑𝑥 + (𝑥3 − 2𝑥𝑦)
𝑁

𝑑𝑦 = 0

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑥2 + 2𝑦 ≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 2𝑦

. نيستکامل بالا پس معادلۀ 

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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معادلات کامل

:مثال

𝑑𝑥 =
𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑥

1 − 𝑥2𝑦2
𝑑𝑦

:حل
𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
− 1 𝑑𝑥 +

𝑥

1 − 𝑥2𝑦2
𝑑𝑦 = 0

(
𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
− 1)

𝑀

𝑑𝑥 + (
𝑥

1 − 𝑥2𝑦2
)

𝑁

𝑑𝑦 = 0

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
1 − 𝑥2𝑦2 + 2𝑥2𝑦2

(1 − 𝑥2𝑦2)2
=

1 + 𝑥2𝑦2

(1 − 𝑥2𝑦2)2
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥

. استکامل بالا پس معادلۀ 
این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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معادلات کامل

:ادامه حل
:  وجود دارد بطوری که𝑓(𝑥,𝑦)لذا تابع  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
− 1

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝑥

1 − 𝑥2𝑦2

(
𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
− 1)

𝑀

𝑑𝑥 + (
𝑥

1 − 𝑥2𝑦2
)

𝑁

𝑑𝑦 = 0

𝑓 𝑥, 𝑦 = න
𝑥𝑑𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
+ ℎ 𝑥

= −
1

2
𝐿𝑛 1 − 𝑥𝑦 +

1

2
𝐿𝑛 1 + 𝑥𝑦 + ℎ 𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
+
𝑑ℎ

𝑑𝑥

𝑑ℎ

𝑑𝑥
= −1ℎ(𝑥) = −𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑦

1 − 𝑥2𝑦2
− 1

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝑥

1 − 𝑥2𝑦2

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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معادلات کامل

𝑓 𝑥,𝑦 =
1

2
𝐿𝑛 1 − 𝑥𝑦 +

1

2
𝐿𝑛 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥

1

2
𝐿𝑛 1 − 𝑥𝑦 +

1

2
𝐿𝑛 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥 = 𝐶 جواب عمومی

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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عامل انتگرال ساز

ديفرانسيلمعادلۀکنيدفرض:تعريف

𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 ∗

مثلتابعیاگر،(هستند𝑦و𝑥حسببرمتغيرهدوتوابعی𝑁و𝑀)نباشدکامل

𝑃(𝑥, 𝑦)

ایمعادلهقبلمعادلۀطرفيندرآنکردنضربباکهباشدداشتهوجودقسمیبه
𝑃𝑀𝑑𝑥معادلۀيعنیآيدبدستکامل + 𝑃𝑁𝑑𝑦 = تابعاينصورتدر.باشدکامل0

.گوئيممی*معادلۀبرای(.ا.ع)سازانتگرالعاملرا
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عامل انتگرال ساز

معادلۀتوانمیکاملمعادلاتحلروشباکهاستتوضيحبهلازم

𝑃𝑀𝑑𝑥 + 𝑃𝑁𝑑𝑦 = 0

موضوعولی.آمدخواهدبدست(1)معادلۀعمومیجوابواقعدروکردحلرا
عموضواينبهراجعکهاست(.ا.ع)عاملمحاسبۀچگونگیبخشايندرمهم

.دادخواهيمتوضيحمفصلاً
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عامل انتگرال ساز

𝑦2)معادله ديفرانسيل : مثال + 𝑦)𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = نشان دهيد که . داده شده است0

1اما اگر طرفين آن را در . اين معادله کامل نيست

𝑦2
ضرب کنيم به يک معادلۀ کامل 

1در واقع )تبديل می شود 

𝑦2
.(عامل انتگرال ساز اين معادله است

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 2𝑦 + 1 ≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= −1 نیست کامل معادله

1حال طرفين معادله را در 

𝑦2
.ضرب می کنيم

1

𝑦2
𝑦2 + 𝑦 𝑑𝑥 −

1

𝑦2
𝑥𝑑𝑦 = 0

(1 +
1

𝑦
) 𝑑𝑥 −

𝑥

𝑦2
𝑥𝑑𝑦 = 0

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −

1

𝑦2
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
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پایان
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