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اولفصل 
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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ل و به هر معادله شامل يک متغير وابسته، يک يا چند متغير مستق: تعريف
يل می مشتقات متغير وابسته نسبت به متغيرهای  مستقل، معادلۀ ديفرانس

.تساويهای زير نمونه هايی از معادلات ديفرانسيل هستند. گوئيم

معادلات دیفرانسیل

𝜕2𝑦

𝜕 𝑥2
+ 𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑡
= 𝑥𝑡

𝒚:وابستهمتغير

𝒙:مستقلمتغير

𝒅𝒚:مستقلمتغيربهنسبتوابستهمتغيرمشتقات

𝒅𝒙
𝒅𝟐و 𝒚

𝒅 𝒙𝟐

𝒚:وابستهمتغير

𝒕و𝒙:مستقلمتغيرهای

𝑦��:مستقلمتغيرهایبهنسبتوابستهمتغيرمشتقات

𝜕𝑡
2𝑦��و

𝜕𝑥𝜕𝑡
2𝑦��و

𝜕 𝑥2

𝑥2
𝑑2 𝑦

𝑑 𝑥2
+ 4 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑦 = 0
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.زير نمونه هايی از معادلات ديفرانسيل هستندتساويهای 

معادلات دیفرانسیل

dy

dx
= 2𝑥

𝑑2 𝑦

𝑑 𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5 𝑦 = 0

𝑥2𝑦′′ + 4 𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

𝑥3𝑦′′′ + 4𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

𝑦 6 + 𝑦 4 + 𝑦′′ + 𝑦 = 0

𝜕2𝑦

𝜕 𝑥2
+

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑡
= 0

الف

ب

ج

د

هـ

و
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دیفرانسیل معمولیمعادلات 

dy

dx
= 2𝑥

𝑑2 𝑦

𝑑 𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5 𝑦 = 0

𝑥2𝑦′′ + 4 𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

𝑥3𝑦′′′ + 4𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

𝑦 6 + 𝑦 4 + 𝑦′′ + 𝑦 = 0

𝜕2𝑦

𝜕 𝑥2
+

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑡
= 0

الف

ب

ج

د

هـ

و

متغيرتادوآخرمعادلۀامااستمستقلمتغير𝑥ووابستهمتغير𝑦بالامعادلاتتمامدر
𝑡و𝑥ازعبارتندکهداردمستقل

عادیيلديفرانسمعادلۀباشند،داشتهمستقلمتغيريکفقطکهراهايیمعادله
و(آخرمعادلۀبجزاندمعمولینوعازهمهبالامعادلات)نامندمیمعمولیيا

بانوعازرامعادلهشود،ظاهرمستقلمتغيريکازبيشمعادلهدرچنانچه
((و)معادله).گويندمیجزئیمشتقات
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مرتبه معادلات دیفرانسیل معمولی

dy

dx
= 2𝑥

𝑑2 𝑦

𝑑 𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5 𝑦 = 0

𝑥2𝑦′′ + 4 𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

𝑥3𝑦′′′ + 4𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

𝑦 6 + 𝑦 4 + 𝑦′′ + 𝑦 = 0

الف

ب

ج

د

هـ

انسيل مشتق موجود در معادله را، مرتبۀ آن معادلۀ ديفربالاترينمرتبۀ :تعريف
.  گويند

از دمرتبۀ دوم، معادلۀ از جو بمرتبۀ اول، معادلات الفمثال قبل معادلۀ در 
.مرتبۀ ششم می باشداز هـمرتبۀ سوم و 
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ام معمولیnفرم کلی یک معادلۀ دیفرانسیل مرتبۀ 

:ام به صورت زير استnکلی يک معادلۀ ديفرانسيل مرتبۀ فرم 

𝐹(𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, … ,

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
) = 0

چنانچه از نماد پريم استفاده کنيم عبارتست از و 

𝐹 (𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ , 𝑦 ′′ , 𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … , 𝑦(𝑛)) = 0

:  توضيح
𝐹به عنوان مثال، دريک معادله ديفرانسيل معمولی مرتبه دوم با فرم کلی  (𝑥 ,𝑦 ,𝑦′ ,𝑦 ′′) = 0    ،

𝑦وجود   𝑦الزامی است زيرا مرتبه دوم بودن معادله را از روی ′′ ′𝑦و 𝑥 ،𝑦تشخيص داديم ولی ′′
′′𝑦مثلا معادله . می توانند در معادله نباشند = در ′𝑦و 𝑥 ،𝑦ولی ، يک معادله مرتبه دوم است 0

. آن ديده نمی شوند
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𝐹 (𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ , 𝑦 ′′ , 𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … , 𝑦(𝑛)) = 0

:ودبه سه معادله به صورت زير منجر می ش

انسيل معادله بالا  بنابر ماهيت ضمنی خود، ممکن است دسته ای از معادلات ديفر
مثلا معادله ضمنی . را نمايش دهد

ሖ𝑦 3 + 3𝑥2 ሖ𝑦 2 + 3𝑦 ƴ𝑦 = 0

ƴ𝑦 = 0 ƴ𝑦 =
3𝑥2 + (9𝑥2 − 12𝑥)

1
2

2
ƴ𝑦 =

3𝑥2 − (9𝑥2 − 12𝑥)
1
2

2
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حل 𝑦(𝑛)برای اجتناب از ابهام احتمالی، فرض می کنيم که معادله  فوق نسبت به 
در اين صورت می توان آن را به فرم . پذير باشد

𝑦(𝑛) = 𝒇 𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ , 𝑦 ′′ , 𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … , 𝑦(𝑛−1)

.نوشت
ناميم و خطیخطی باشد آنگاه معادله فوق را 𝑦(𝑛−1)و…، ′𝑦،𝑦نسبت به 𝑔اگر 

.ناميده خواهد شدغيرخطیدر غير اين صورت اين معادله 

𝐹 (𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ , 𝑦 ′′ , 𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … , 𝑦(𝑛)) = 0
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:مثال

𝑦′ + 𝑦 = خطی       0

𝑦 ′′ + 𝑦 = خطی         0

𝑦′ + 𝑦2 = غير خطی         0

cos 𝑦 𝑦 ′′ + sin 2𝑦 = غير خطی        0

cos 𝑥 𝑦 ′′ + 𝑥𝑦′ − sin 2𝑥 = خطی     0
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جواب معادلات دیفرانسیل معمولی

( جواب): تعريف

𝑟1بازه  بالا بر را يک جواب معادله 𝑔(𝑥)تابعی مانند < 𝑥 < 𝑟1 می ناميم
به ازای هرمشتق پذير باشد و بار nو اين بازه تعريف شده بر 𝑔(𝑥)هرگاه

𝑥 ∈ (𝑟1,𝑟2) باشيمداشته :

𝑦(𝑛) = 𝒇 𝑥 , 𝑔(𝑥), 𝑔′(𝑥), 𝑔′′(𝑥), 𝑔′′′(𝑥), 𝑔(4)(𝑥), … , 𝑔(𝑛−1)(𝑥)

𝑦(𝑛) = 𝒇 𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ , 𝑦 ′′ , 𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … , 𝑦(𝑛−1)

𝑦مانندتابعیشودمیگفتهتر،سادهعبارتبه = 𝑔 (𝑥)معادلۀازجوابی
𝑦(𝑛)ديفرانسيل = 𝒇 𝑥 ,𝑦 ,𝑦′ ,𝑦 ′′ ,𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … ,𝑦(𝑛−1)،هرگاهاست

𝑥لمستقمتغيرحسببراتحادیمعادله،درآنمشتقاتوتابعدادنقراربا

(.کندصدقمعادلهدرتابعديگر،عبارتبه)آوريمبدست
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جواب معادلات دیفرانسیل معمولی

(جواب): مثال
يا خير؟تحقيق کنيد که آيا تابع داده شده جواب معادلۀ ديفرانسيل مربوطه است
𝑦′′ + 4𝑦 = 0, 𝑦 = 𝐶1 sin 2𝑥 + 𝐶2 𝑐𝑜𝑠2𝑥

:  پاسخ

𝑌′ = 2𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝐶1𝑠𝑖𝑛2𝑥

y′′ = −4C1sin2x − 4C2cos2x

در معادله قرار می دهیم

𝑦′′ + 4𝑦 = (−4𝐶1𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 4𝐶2𝑐𝑜𝑠2𝑥) + 4 (𝐶1𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝐶2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥)
= 0

.استمعادلهجوابC2وC1ثابتمقاديرکليۀازایبهشدهدادهتابع
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جواب معادلات دیفرانسیل معمولی

(جواب): مثال
يا خير؟تحقيق کنيد که آيا تابع داده شده جواب معادلۀ ديفرانسيل مربوطه است

𝑥𝑦′– 𝑦 − 𝑥𝑥2𝑒−𝑥
2
= 0, 𝑦 = 𝑥න

0

𝑥

𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡

:  پاسخ

.در معادله قرار می دهيمرا ′𝑦و 𝑦مقادير 

.استمعادلهجوابتابع

𝑦′ = 0׬
𝑥
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 + ( 0׬

𝑥
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 )′𝑥 = 0׬

𝑥
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 + 𝑥𝑒−𝑥2

𝑥𝑦′ – 𝑦 − 𝑥2𝑒−𝑥
2
= 𝑥 0׬

𝑥
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 + 𝑥𝑒−𝑥2 − 𝑥 0׬

𝑥
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 + 𝑥2𝑒−𝑥

2
= 0
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جواب معادلات دیفرانسیل معمولی

(جواب): مثال
يا خير؟تحقيق کنيد که آيا تابع داده شده جواب معادلۀ ديفرانسيل مربوطه است

𝑦′′ + 𝑦 = 0 , 𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯

:  پاسخ

𝑦′ = 1 −
3𝑥2

3!
+

5𝑥4

5!
−

7𝑥6

7!
+⋯ 𝑦′ = 1 −

−𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯

𝑦′′ =
−2𝑥

2!
+
4𝑥3

4!
−
6𝑥5

6!
+⋯ 𝑦′′ = −𝑥 +

𝑥3

3!
−

𝑥5

5!
+ ⋯

𝑦′′ + 𝑦 = … = 0
توانی داده شده جواب معادله استلذا سری 
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جواب معادلات دیفرانسیل معمولی

(جواب): مثال
يا خير؟تحقيق کنيد که آيا تابع داده شده جواب معادلۀ ديفرانسيل مربوطه است

𝑦′′ + 𝑦′ 4 + 1 = 0, 𝑦 = 𝐿𝑛 (𝑐𝑜𝑠 (𝑥 − 𝐶1)) + 𝐶2

:  پاسخ

شده جواب معادله استتابعه داده 

𝑦′ =
−𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝐶1
𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝐶1

= −𝑡𝑔 𝑥 − 𝐶1

)𝑦′′ = − 𝑠𝑒𝑐2(𝑥 − 𝐶1

y′′ + y′ 2 + 1

= −sec2 x − C1 + −tg n − C1
2
+ 1

= −sec2 x − C1 + sec2 x − C1 = 0
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:در ادامه فصل اول، هدف ما حل معادلات مرتبه اول به فرم

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

: به فرمبطور معادل يا 

خواهد بود
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معادلات دیفرانسیل معمولیساده ترین نوع 

:ترين نوع معادله ديفرانسيل مرتبه اول دارای فرم زير استساده 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥 (1)

معادله به روش زير اين برای حل . است𝑥تابعی يک متغيره بر حسب 𝑓که در آن 
:عمل می کنيم

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥 → 𝑑𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

→ න𝑑𝑦 = න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

→ 𝑦 = ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶
را ارائه ( 1)، کليۀ جوابهای معادلۀ ديفرانسيل 𝑪فرمول بالا به ازای مقادير مختلف 

.می ناميم( 1)معادلۀ جواب عمومی به اين دليل آنرا . می دهد
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معادلات دیفرانسیل معمولیساده ترین نوع 

(ساده ترين نوع معادله ديفرانسيل مرتبه اول ): مثال

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 (1)

: معادله به روش زير عمل می کنيماين حل برای 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 → 𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥

→ න𝑑𝑦 = න2𝑥𝑑𝑥

→ 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶

.  می نامند( 1)معادلۀ جواب عمومی اين جواب را 
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دسته منحنی

3 2 1 1 2 3

2

2

4

6

8

10

12

y x2 3

y x2 2

y x2 1

y x2

y x2 1

y x2 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 → 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 جواب عمومی 

.ارائه می دهد( 𝐶با پارامتر )تک پارامتری دسته منحنی جواب عمومی، يک 

𝑦در زير،  چند منحنی خاص از دسته منحنی تک پارامتری  = 𝑥2 + 𝐶رسم شده است.

𝑦 = 𝑥2 + 3

𝑦 = 𝑥2 + 2

𝑦 = 𝑥2 + 1

𝑦 = 𝑥2

𝑦 = 𝑥2 − 1

𝑦 = 𝑥2 − 2
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جواب اختصاصی

𝑦جوابی از معادله زير را بيابيد که در شرط : مثال 3 = کندصدق 4
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥

:ابتدا جواب عمومی مساله را می يابيم که عبارتست از: حل
𝑦 = 𝑥2 + 𝐶

سپس شرط داده شده را اعمال می کنيم

𝑦 = 𝑥2 + 𝐶
𝑦 3 =4

4 = 32 + 𝐶 ⟹ 𝐶 = −5
بنابر اين جواب مد نظر برابر با 

𝑦 = 𝑥2 + (−5)
.  می باشد

.می ناميمجواب اختصاصی اين جواب را يک 
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𝑑𝑦جواب معادله : بنابر اين

𝑑𝑥
= 2𝑥 با شرط𝑦 3 = :عبارتست از4

𝑦 = 𝑥2 + (−5)

3 2 1 1 2 3 4

5

5

10

15

y x2 3

y x2 2

y x2 1

y x2

y x2 1

y x2 2

y x2 5

y x2 7

𝑦منحنی  = 𝑥2 + 𝑦تک پارامتری دسته منحنی ، يک منحنی خاص از (5−) = 𝑥2 + 𝐶
می باشد 

يک جواب اختصاصی 

𝑦 = 𝑥2 − 5
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چند نکته

: 1نکته 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥 (1)

.  نيستحالت کلی قابل حل ، در (1)هر معادلۀ ديفرانسيلی حقيقی از نوع سادۀ 
:گفتيم که جواب عمومی اين معادله به صورت زير است

𝑦 = න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶

معادله را در صورتی می توانيم حل کنيم که لذا اين 
𝑓(𝑥)𝑑𝑥׬

𝑑𝑦محاسبه شدنی باشد مثلاً معادلات  

𝑑𝑥
=

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑦يا  

𝑑𝑥
= 𝑒−𝑥

2
قابل حل 

׬نيستند چون انتگرالهای 
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 , ׬ 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥 به روشهای مقدماتی

.  محاسبه نمی شوند
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چند نکته

: 2نکته 
𝑦′ = 2𝑥 ⟹ 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶

𝑦′′ = 2𝑥 ⟹ 𝑦′ = 𝑥2 + 𝐶1 ⟹ 𝑦 =
𝑥3

3
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2

⋮
:توجه به مثالهای فوق می توان گفتبا 

اب اگرمعادله ديفرانسيل دارای يک جواب باشد، آنگاه دارای بی نهايت جو: اولا
𝑦مثلا  . می توانند بی نهايت مقدار بگيرند𝐶2و  𝐶 ،𝐶1است زيرا   = 𝑥2 + 𝐶

′𝑦، جواب معادله  𝐶به ازای هر  = 2𝑥است.
بت معمولاً در جواب عمومی هر معادلۀ ديفرانسيل مرتبۀ اول يک مقدار ثا: ثانيا

ل وجود دارد و در جواب عمومی هرمعادلۀ ديفرانسي( موسوم به پارامتر)اختياری 
و در جواب عمومی هرمعادلۀ ... مرتبۀ دوم، دو ثابت اختياری موجود است و 

.  ثابت اختياری موجود است𝑛ام، -𝑛ديفرانسيل مرتبۀ 
.به مثالهای بعدی توجه کنيد. نيستموضوع فوق هميشه درست ضمناً 
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چند نکته

: 2ادامه نکته .... 

)معادلۀ ديفرانسيلی مرتبۀ اول : مثال
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)2+1 = .دارای جواب نيست اصلاً 0

)ديفرانسيلی معادلۀ : مثال
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)2+𝑦2 = y، فقط دارای جواب 0 = باشد می 0

.که در اين جواب هيچ مقدار ثابت اختياری وجود ندارد
جواب معادله ديفرانسيل مرتبه اول: مثال

𝑦′ − 3𝑦 𝑦′ − 3𝑦 = 0
(بعدا طريقه يافتن جواب را خواهيد ديد): عبارتست از

𝑦 − 𝑐1𝑒
3𝑥 𝑦 − 𝑐2𝑒

2𝑥 = 0
.است𝑐2و  𝑐1که به جای يک ثابت، شامل دو ثابت اختياری 

:با اين وجود
در اين درس، معادلاتی را بررسی می کنيم که جواب عمومی دارند و در جواب 

.  ثابت اختياری موجود است𝑛ام، -𝑛هرمعادلۀ ديفرانسيل مرتبۀ عمومی 
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چند نکته

:  3نکته 
همانطور که ملاحظه شد، معمولا در جواب عمومی هرمعادلۀ ديفرانسيل مرتبۀ

𝑛- ،ام𝑛ثابت اختياری موجود است  .
ام–𝑛به عبارتی، جواب عمومی معادله مرتبه 

𝐹 (𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ , 𝑦 ′′ , 𝑦 ′′′ , 𝑦(4) , … , 𝑦(𝑛)) = 0
:پارامتری به فرم زير است–𝑛يک خانواده 

𝐺 (𝑥 , 𝑦 , 𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 , 𝐶4 , … , 𝐶𝑛) = 0

داريم و می خواهيم معادله ای را پارامتری –𝑛خانواده ای اوقات، گاهی 
نسيلی را برای اين کار بايد معادله ديفرا. بيابيم که خانواده مذکور، جواب آن باشد

:تعيين کنيم که دارای شرايط زير باشد
مرتبه آن برابر با تعداد ثابت های داده شده در خانواده باشد-1
با خانواده داده شده سازگار باشد-2
.ثابت های اختياری در آن ظاهر نشده باشند-3

به مثال بعدی دقت کنيد

25
این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



چند نکته

:  3ادامه نکته .... 
ن به را بيابيد که خانواده يک پارامتری از جوابهای آمعادلۀ ديفرانسيلی : مثال

:شکل زير باشد
𝑦 = 𝐶𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥

اگر .  مشتق می گيريم  به معادله ديفرانسيل می رسيم𝑥نسبت به  : ) حل
موجود باشد، بين معادله بدست آمده و 𝐶کماکان در معادله بدست آمده پارامتر 

.را حذف می کنيم𝐶دسته منحنی، پارامتر 

𝑦′ = 𝐶𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1
𝑦=𝐶𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑥 ֜ 𝐶=

𝑦−𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑦′ =

𝑦 − 𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1

, 𝑥 = 0, ±𝜋,±2𝜋,… .
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چند نکته

: 4نکته 

𝑦 = 𝑥2 + 1⋯

⋮

⋱

⋱

⋯

:معادله
𝑦′ = 2

:  جواب عمومی
𝑦 = 𝑥2 + 𝐶

جوابهای اختصاصی
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چند نکته

:معادله: 4نکته 
𝑦′ = 2

:  جواب عمومی
𝑦 = 𝑥2 + 𝐶

𝑦 = 𝑥2 + 1⋯

⋮

⋱

⋱

⋯

جوابهای اختصاصی

(:مشهور به کلرو) معادله 
𝑦 = 𝑥𝑦′ + (𝑦′)2

:روخانواده يک پارامتری به عنوان جواب معادله کل
𝑦 = 𝑥𝐶 + (𝐶)2

(:  غير عادی) جواب منفرد 

𝑦 = −
𝑥2

4

، 𝐶نمی توان عددی را پيدا کرد که با نسبت دادن آن به 

𝑦جواب    = −
𝑥2

4
خانواده يک پارامتریاز 

𝑦 = 𝑥𝐶 + (𝐶)2

به همين دليل اين جواب را منفرد يا غير . بدست آيد
پارامتریخانواده يک با اين حال . عادی گوييم

𝑦 = 𝑥𝐶 + (𝐶)2را جواب عمومی خواهيم ناميد.
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معادلات جداپذیر

اگر بتوان با استفاده از اعمال مجاز رياضی، اجزای معادله  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

و طرف 𝒙را به گونه ای به طرفين تساوی منتقل کرد که يک طرف فقط بر حسب  
.    باشد، آنگاه آن معادله را جداپذير ناميم𝒚ديگر فقط بر حسب 

:يک معادله جدا پذير به فرم زير قابل تبدبل است

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
:مدبا انتگرال گيری از طرفين، جواب عمومی معادله به صورت زير بدست خواهد آ

න𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 = න𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶
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معادلات جداپذیر
:        مثال

2𝑥(𝑦 + 1)𝑑𝑥 + (𝑥2 − 1)𝑑𝑦 = 0

𝑥2 − 1 𝑑𝑦 = −2𝑥 𝑦 + 1 𝑑𝑥

֜ 𝑑𝑦 =
−2𝑥 𝑦 + 1 𝑑𝑥

𝑥2 − 1

֜
𝑑𝑦

𝑦 + 1
=
−2𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

֜ 𝐿𝑛 𝑦 + 1 = −𝐿𝑛 𝑥2 − 1 + 𝐶

جواب عمومی 

:می توان جواب را به شکل زير نيز نوشت

𝐿𝑛 𝑦 + 1 = −𝐿𝑛 𝑥2 − 1 + 𝐿𝑛 𝐶1

𝐿𝑛 𝑦 + 1 = 𝐿𝑛
𝐶1

𝑥2 − 1

֜ 𝑦 + 1 =
𝐶1

𝑥2 − 1

֜ y + 1 = ±
𝐶1

𝑥2 − 1

֜ 𝑦 + 1 =
𝐶1

𝑥2 − 1

֜ 𝑦 =
𝐶1

𝑥2 − 1
− 1
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معادلات جداپذیر
:        مثال

𝑦𝑦′ = 𝑦2𝑥3 + 𝑦2𝑥

جواب عمومی 

می توان جواب را به شکل زير نيز 
:نوشت

𝑦 = 𝑒(
1
4
𝑥4+

1
2
𝑥2+𝐶)

֜ 𝑦 = 𝑒𝐶𝑒(
1
4
𝑥4+

1
2
𝑥2)

֜ y = ±𝑒𝐶𝑒(
1
4
𝑥4+

1
2
𝑥2)

𝐶1=±𝑒
𝐶

𝑦 = 𝐶. 𝑒
1
4
𝑥4+

1
2
𝑥2

𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 𝑥3 + 𝑥

֜ 𝑦𝑑𝑦 = 𝑦2 𝑥3 + 𝑥 𝑑𝑥

֜
𝑦

𝑦2
𝑑𝑦 = 𝑥 𝑥2 + 1 𝑑𝑥

֜
𝑑𝑦

𝑦
= 𝑥3 + 𝑥 𝑑𝑥

න
𝑑𝑦

𝑦
= න(𝑥3 + 𝑥) 𝑑𝑥

֜ 𝐿𝑛 𝑦 =
𝑥4

4
+
𝑥2

2
+ 𝐶
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معادلات جداپذیر

. را حل می کنيممعادله :مثال 

داريم:حل

آن گاه

درنتيجه

yy

xx
y






2

2

yy

xx

dx

dy






2

2

   dyyydxxx  22

    Cdyyydxxx  
22

Cyyxx  2323

2

1

3

1

2

1

3

1
جواب عمومی 
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پایان
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