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حل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سری ها

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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سريهابا استفاده از حل معادله ديفرانسيل 

ب درفصل قبل با حل معادلات ديفرانسيل خطی مرتبهه دو  بها ضهراي
ل بها دراين فصه. ثابت، درچند حالت خاص با ضرايب متغير آشنا شديم

بها ، (وبهالاتر)حل برای معادلات ديفرانسهيل خطهی مرتبهه دو  روش 
.آشنا می شويمتوانی سريهای استفاده از 

ه بهرای اينکه. دردرس رياضيات عمومی با مفهو  سری آشنا شده ايم 
درك کنهيم، بحهر را بها مهرور میتصهری بهتهر رامطالب اين فصهل 

.برسريهای توانی شروع می کنيم
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سری توانی
سری به صورت 

𝑎0 + 𝑎1 𝑥 − 𝑥0 + 𝑎2 𝑥 − 𝑥0
2 +⋯+ 𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0

𝑛 +⋯

يا

σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0

𝑛

متغير است را سری 𝑥اعداد ثابتی بوده و ... و 𝑥0 ،𝑎0  ، ... ،𝑎𝑛که درآن

.ناميم𝑥0توانی به مرکز 
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:سری توانی ممکن است که دريکی از سه حالت زير صدق کند

𝑥تنها به ازای -1 − 𝑥0همگرا باشد.

مطلقا همگرا باشد، يعنی برای𝑥0دريك همسايگی𝑥به ازای هر -2

𝑥 − 𝑥0 < 𝑅برای   همگرا و𝑥 − 𝑥0 > 𝑅باشد عدد اواگر𝑅 را شعاع همگرايی

.سری ناميم

.مطلقا همگرا باشد𝑥به ازای هر -3

.همگرايی سری می ناميم(فاصله)را که سری توانی همگرا است، بازه 𝑥مجموعه مقادير
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𝑥اگر سری به ازای :تذکر = 𝑥0 ± 𝑅برابر است با همگرا باشد آنگاه بازه همگرايی

𝑥0 − 𝑅 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥0 + 𝑅

دردرس رياضی عمومی با پيدا کردن بازه همگرايی سری توانی آشنا شده ايم که شعاع

همگرايی عبارت است از

𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

𝑅است ممکن  = .  نامتناهی باشدبايدبالاحد آنگاه∞

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد
6

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



σ𝑛=0توانیسری بازه همگرايی :لامث
∞ 𝑛! 𝑥𝑛 پيدا کنيد را  .

چون 

𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

= lim
𝑛→∞

𝑛!

(𝑛 + 1)!
= lim

𝑛→∞

1

𝑛 + 1
= 0

𝑥بنابراين ، سری تنها به ازای  = .استهمگرا 0
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σ𝑛=0بازه همگرايی سری توانی:مثال 
∞ 2𝑛(𝑥−1)𝑛

𝑛!
.را پيدا کنيد

چون

𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
= lim

𝑛→∞

2𝑛

𝑛!

2(𝑛+1)

(𝑛+1)!

= lim
𝑛→∞

𝑛+1

2
= +∞

 .جا همگرا استمهپس سری روی مجموعه اعداد حقيقی، يعنی در ه
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σ𝑛=0بازه همگرايی سری توانی:مثال 
∞ 𝑛(𝑥−2)𝑛

𝑛+1
. را پيدا کنيد

چون 

𝑅 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

= lim
𝑛→∞

𝑛
𝑛 + 1
𝑛 + 1
𝑛 + 2

= lim
𝑛→∞

𝑛(𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)2
= 1

𝑥هايی که 𝑥پس، سری روی مجموعه  − 2 < .  همگرا است 1
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𝑥توانی بربازه اگر سری  :قضيه − 𝑥0 < 𝑅 که درآن𝑅 يك عدد ثابت مثبت است

𝑥را تعريف می کند که به ازای هر𝑓(𝑥)همگرا باشد، آنگاه سری توانی تابعی مانند 

.استپيوسته مذکور دربازه 

ه همگرا کدا  تابع پيوستبه سری توانی به طور طبيعی اين سوال مطرح می شود که :تذکر

.است

.پاسخ دادن به اين سوال درحالت کلی آسان نيست
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𝑓اگر  :قضيه 𝑥 ،به صورت زير توسط يك سری توانی تعريف شده باشد

𝑓 𝑥 = 

𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛 , 𝑥 − 𝑥0 < 𝑅

آنگاه می توان از سری بالا جمله به جمله مشتق گيری کرد

𝑓′ 𝑥 = 

𝑛=1

∞

𝑛𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛−1

: طور انتگرال گرفت يعنیهمين و

න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 

𝑛=0

∞
𝑎𝑛

𝑛 + 1
𝑥 − 𝑥0

𝑛+1

که    
𝑎, 𝑏 ∈ (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅)
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: فرض کنيم :قضيه 

𝑓 𝑥 = 

𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛 , 𝑔 𝑥 = 

𝑛=0

∞

𝑏𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛

گاه آن 
:داريم𝐶به ازای هر عدد حقيقی( الف

𝐶𝑓 𝑥 = 

𝑛=0

∞

𝐶𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛

(ب

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) = 

𝑛=0

∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) 𝑥 − 𝑥0
𝑛

(  ج

𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) = 

𝑛=0

∞

𝑐𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛

:که درآن

𝑐𝑛 = 𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏0 = σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 = σ𝑛=0

∞ 𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘
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:انتقال انديس می توان نشان داد که با : 1تذکر



𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛 = 

𝑛−𝑘=0

∞

𝑎𝑛−𝑘 𝑥 − 𝑥0
𝑛−𝑘 =

𝑛=𝑘

∞

𝑎𝑛−𝑘 𝑥 − 𝑥0
𝑛−𝑘

𝑛در سری اول،𝑛اگر به جای :ديگربعبارت  − 𝑘،دو سری مساوی به دست می را قرار دهيم
.آيد

غالبا به کار بردن تغيير ، 𝑥0صفربا میالف حول نقطه کردن با سريهای توانی درکار : 2تذکر
𝑧متغير = 𝑥 − 𝑥0 استمفيد.
:يعنی 



𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0
𝑛 = 

𝑛=0

∞

𝑎𝑛𝑧
𝑛
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σ𝑛=0فرض کنيم سری  : قضيه
∞ 𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0

𝑛برای𝑥 − 𝑥0 < 𝑅 با

𝑅 > 𝑓به تابع مگرا ه0 𝑥بسادگی نشان داده می شود که باشد ،

𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
, 0,1,2,…

𝑥0اگرخاص درحالت و = آنگاه0

𝑎𝑛 =
𝑓 𝑛 (0)

𝑛!
, 0,1,2,…
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سری : تعريف

𝑓 𝑥 = 

𝑛=0

∞
𝑓 𝑛 (𝑥0)

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛

𝑓تابع  رلرا بسط سری تي 𝑥 حول نقطه ،𝑥0سریو

𝑓 𝑥 = 

𝑛=0

∞
𝑓 𝑛 (0)

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛

𝑓تابع را بسط مك لورن 𝑥حول نقطه صفر می ناميم.
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اگر سری   : تعريف

𝑓 𝑥 = 

𝑛=0

∞
𝑓 𝑛 (𝑥0)

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛

𝑥0)بازه در𝑥به ازای هر − 𝑅,𝑥0 + 𝑅) به𝑓 𝑥 همگرا باشد می
.تحليلی است𝑥0درنقطه 𝑓گوييم 
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:لورن برخی توابع عبارت است ازمك بسط سری :مثال 
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منفردنقاط معمولی و

برای معادله ديفرانسيل ( عادی)را يك نقطه معمولی 𝑥0نقطه : تعريف

ا  𝑛خطی مرتبه 

𝑦 𝑛 + 𝑓𝑛−1 𝑥 y 𝑛−1 +⋯+ 𝑓1 𝑥 𝑦′ + 𝑓0 𝑥 𝑦 = 𝑔 𝑥

𝑔و 𝑓𝑖(𝑥)می گويم هرگاه ضرايب  𝑥در𝑥0نقطه ای را . تحليلی باشند

.معادله می ناميم(غير عادی)که معمولی نباشد نقطه منفرد 
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نقاط منفرد معادله ديفرانسيل:مثال 

𝑥3 𝑥2 − 1 𝑦′′ + 𝑥 𝑥 + 1 𝑦′ + 𝑥 − 1 𝑦 = 0

.را پيدا کنيد

𝑥3معادله را با تقسيم بر : حل 𝑥2 − بصورت ضريب مشتق بالا ترين 1

:برابر يك می کنيم يعنی

𝑦′′ +
1

𝑥2 𝑥 − 1
𝑦′ +

1

𝑥3 𝑥 + 1
𝑦 = 0

بديهی است که همه ضرايب اين معادله درهمه نقاط به جز نقاط

𝑥 = 𝑥و 0 = 𝑥و 1 = نقاط منفرد آنهاپس . تحليلی می باشند1−

.وهمه نقاط ديگر نقاط معمولی معادله هستند
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تحليلی باشند، آن گاه 𝑥0درنقطه 𝑔،𝑓0 ، ... ،𝑓𝑛−1اگر هريك از توابع: قضيه

ا 𝑛معادله ديفرانسيل خطی مرتبه برای 𝑦(𝑥)يك جواب منحصر به فرد مانند 

𝑦 𝑛 + 𝑓𝑛−1 𝑥 y 𝑛−1 +⋯+ 𝑓1 𝑥 𝑦′ + 𝑓0 𝑥 𝑦 = 𝑔 𝑥

اوليهشرط 𝑛دروتحليلی است 𝑥0دارد که دروجود 

𝑦 𝑥0 = 𝑎0 , 𝑦′ 𝑥0 = 𝑎1, … , 𝑦 𝑛−1 𝑥0 = 𝑎𝑛−1

سری تيلر خودتوسط جواب منحصر به فرد واب يعنی اين ج. صدق می کند

 .بيان می شود𝐼هزدربا𝑥0درنقطه
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)دريك نقطه معمولی  (جواب های سری معادلات ديفرانسيل
′𝑦معادله ديفرانسيل مرتبه اول :مثال  = 𝑦 را با پيدا کردن جواب بصورت

.سری مك لورن حل می کنيم
فرض: حل

𝑦 = 

𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥
𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎3𝑥
3 +⋯

𝑦′ = 

𝑛=0

∞

𝑛𝑎𝑛 𝑥
𝑛−1 = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥

2 +⋯

𝑥که     < 𝑅 ،𝑅 > 0
′𝑦چون   = 𝑦 بايد پس:



𝑛=0

∞

𝑛𝑎𝑛 𝑥
𝑛−1 = 

𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥
𝑛
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𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥
2 +⋯ = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎3𝑥
3 +⋯

𝑎0 = 𝑎1
𝑎1 = 2𝑎2
𝑎2 = 3𝑎3

⋮
𝑎𝑛 = 𝑛 + 1 𝑎𝑛+1

⋮
:کهمی شودنتيجه حل کردن دستگاه از بالا به پايين با و

𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

𝑛 + 1

𝑎𝑛 =
𝑎𝑛−1
𝑛

=
𝑎𝑛−2

𝑛 𝑛 − 1
=

𝑎𝑛−3
𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2

= ⋯ =
𝑎0
𝑛!
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:سری داريمدربدست آمده حال با جايگذاری ضرايب

𝑦 = 

𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑥
𝑛 = 

𝑛=0

∞
𝑎0
𝑛!

𝑥𝑛 = 𝑎0 

𝑛=0

∞
𝑥𝑛

𝑛!

.و مقيد به  هيچ قيدی نشده استمی باشددلیواهی پارامتر𝑎0که 

می دقت کنيم که جواب بالا همان جوابی است که از روش های قبلی بدست
𝑦آيد يعنی  = 𝑎0𝑒

𝑥 جواب معادله جداشدنیکه𝑦′ = 𝑦است.
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