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معادلات ديفرانسيل با استفاده از سری هاحل 

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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بسط تیلر جواب های معادله :مثال 

.پیدا كنیدرا درنقطه معمولی 
استفاده می كنیم برای سادگی از تغییر متغیر : حل

:می باشد وداریمبا  متناظردراین صورت 

ادله بنابراین با جایگذاری ، معادله دیفرانسیل تبدیل به مع

می شود چون همه ضرایب چند جمله ای هستند
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بازه همگرایی سریهای جواب معادله برابر پس 
است، بازه همگرایی سریهای جواب معادله با    

سری توانی جواب . است اصلی نیز برابر با
مک لورن را بصورت سری 

:              پس. درنظر می گیریم 

:  مبا قرار دادن سریهای بالا درمعادله دیفرانسیل ثانویه داری
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:كه با جایگذاری در معادله داریم
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:با قرار دادن این ضرایب در سری داریم

عدد صحیح نباشد شعاع همگراست واگر  كه برای 
ع تواب.همگرایی هر دو سری داخل پرانتز برابر با یک است

د كه تعریف شده در جواب سری مشهور به توابع لژاندر می باش
سری ها ممکن جواب در حالت خاص.توابع متعالی هستند

.است متناهی باشد
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ه دومنقاط منفردمنظم معادلات دیفرانسیل خطی مرتب
یک نقطه منفرد معادله دیفرانسیلكه نقطه فرض كنیم

خطی همگن 

درصورتی كه اگر معادله را بصورتباشد

را نقطه ،تحلیلی باشنددر وبنویسیم
د را نتحلیلی نباشنامیم واگر منفرد منظمنقطه 
.منفرد غیر منظم می گوییمنقطه 
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نوع نقاط منفرد معادله دیفرانسیل :مثال 

.را پیدا كنید
معادله بالا به صورت، با تقسیم دو طرف معادله در : حل

استدر می آید مشاهده می كنیم كه نقاط منفرد عبارت 
:داریم با ضرب معادله بالا در : از

پس
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یک نقطه منفرد پس . تحلیلی انددركه هر دو 
ضرب درراحال اگر طرفین معادله. منظم است

:كنیم داریم 

دركه ، هردو

تحلیلی اند
.یک  نقطه منفرد منظم استپس 
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معادله لژاندر :مثال

.را به صورت زیر می نویسیم 

نقاط منفرد معادله اند كه اگر وروشن است كه 
:می كنیم داریم ضرب را درطرفین معادله
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:  آنگاه
درهردو و

حال . یک نقطه منفرد منظم معادله استاند پس تحلیلی 
:  ضرب كنیم داریم اگر طرفین معادله را در 

هردو درو كه 

یک نقطه منفرد منظم تحلیلی اند پس 
.معادله است
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معادله دیفرانسیل خطی   :مثال

معروف است در از مرتبه  ( Bessel)را كه به معادله بسل
عدد ثابت نا صفر می باشد كهنظر می گیریم در این معادله 

با نوشتن معادله بصورت 

نقطه منفرد معادله می باشد وبا ملاحظه می شود كه  
كه توجه به توابع 

م منفرد ومنظنقطه پساند  تحلیلی درنقطه 
.معادله است
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سری بصورت: تعریف

عددی حقیقی ویا مختلط است به سریكه در آن

.مشهور است( frobenius)فروبنیوس 
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نقطه منفرد منظم معادله مرتبه دوم یک اگر: تذكر

خطی باشد ثابت می شود كه معادله دارای یک وگاهی دو 

. استباجواب بصورت سری فروبنیوس 

عددی حقیقی است در اینجا 

.این روش را با ارائه چند مثال توضیح می دهیم
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معادله دیفرانسیل :مثال

نقطه منفرد منظم را در نظر می گیریم  واضح است كه  
معادله است جواب سری فروبنیوس 

:را در نظر می گیریم بنابراین 

: با جایگذاری در معادله دیفرانسیل نتیجه می شود
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:و یا

:با تغییر اندیس داریم 
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:و یا 

:  پس چون فرض بر آن است كه  

این معادله را معادله شاخص و ریشه های آن را توان شاخص معادله
توان هایپس. دیفرانسیل در نقطه منفرد منظم نامیم 

شاخص معادله دیفرانسیل در نقطه منفرد منظم هستند
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ها در رابطه ضرایب  حال به ازای هر كدام از مقادیر   
:  بازگشتی 

:و یا 

.  صدق می كند 
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:رابطه بالا نتیجه می دهد كه اگر  ( الف 1s
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:          آنگاه اگر       ( ب

با

:پس 

2

1
s

111

1

2

2

1)
2

1
(22

2











 nnnn a

n
a

n
a

n

a 1n

01

023

012

001

!

)1(1

32

)1)(1)(1(

3

1

2

)1)(1(

2

1

1

1

a
n

a
n

a

aaa

aaa

aaa

n

nn





















این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



31

:در نتیجه دو جواب سری فروبینوس عبارت است از 

در بازه   بدلیل  و دو تابع   
: مستقل خطی وهمگرا هستند پس 

. جواب عمومی معادله دیفرانسیل است 
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.حالتی كه معادله شاخص دارای ریشه های برابر است
درادامه بحث خود معادلاتی را مورد بررسی قرار می دهیم : تذكر

در این حالت معادله به .استكه دارای یک نقطه منفرد در 
صورت

تحلیلی دردر می آید،كه در آن 
بحث قبلا مشاهده كردیم،این محدودیت از كلیتهمچنانکه .هستند

نقطه زیرابا تغییر متغیر نمی كاهد، 
.را به صفر تبدیل می كندمنفردمنظم 
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حالت كلیبررسی -
دیفرانسیل مرتبه دوممعادله 

در این نقطه منفردمنظم باشد فرض . را در نظرمی گیریم 
هستند،در نتیجه به تحلیلی صورت در

:، داریمازای

:تابعی بصورتو
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:باشد، آنگاه

:دیفرانسیل داریمبا قرار دادن مقادیر بالا در معادله 
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در نتیجه

:داریمكه با فرض ضریب كوچکترین توان 

پسچون
ویا

توان های شاخص می باشد و ریشه های آن را معادله شاخص 
.معادله دیفرانسیل در نقطه منفرد منظم نامیده می شود
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ملاحظه می شودكه سه حالت زیر می تواند در مورد معادله 
:شاخص رخ دهد

.عدد غیر صحیح وغیرصفر باشداگر ( الف
.عدد صحیح ومثبت باشداگر ( ب
.صفر باشداگر ( ج

دیفرانسیل دارای دو جواب مستقل به معادله ( در حالت الف
صورت

و 

.قبلا مثالهایی در این مورد ملاحظه شد. دارد
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فقط یک جواب به صورت( و ج(  در حالت ب

ه جواب مستقل دیگر نشان داده می شود كبرای پیدا كردن . دارد
جواب به صورت

انسیل دیفرمعادله در است كه می توان با مشتق گیری وجایگذاری 
پیدا كردكه ممکن است مقداررا ها وضرایب

به شکل یک سری برابرصفر باشد كه در این صورت
.فروبینوس می با شد
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دله معادر فیزیک و ریاضیات محض،اغلب بررسی جواب : تذكر
دیفرانسیل

با به . بینهایت باشد،مورد نظر استوقتی متغیر مستقل  

با بزرگمقادیر متغیركار بردن تغییر 

.  متناظر خواهند بودمقادیركوچک  

0)()(2  yxqyxxpyx

x

t
x

1
x

t

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   

www.mbdm.ir   موجود می باشد

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir

www.mbdm.ir



39

ا دیفرانسیل جدید رجوابهایی از معادله به جای  با جایگذاری  
بدست 

می آوریم كه اگر معادله جدید دارای یک نقطه معمولی 
دیفرانسیل دارای یک نقطه معادله باشد، گوییم در  

اگر معادله جدید دارایبه همین نحو، . بینهایت استمعمولی در
ل دیفرانسیمعادله باشد، گوییم یک نقطه منفرد منظم در  

.بینهایت استدارای یک نقطه منفرد منظم در

x t

0t

0t
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