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اولفصل 
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول

جزوه معادلات ديفرانسيل معمولی

مصلحیهادی دکتر محمد 
رياضی کاربردی: کارشناسی

رياضی کاربردی، گرايش آناليز عددی: کارشناسی ارشد
(نظريه معادلات و سيستم های ديناميکی) هندسه :دکتری

www.mbdm.ir: سايتوب
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:در فصل اول، هدف ما حل معادلات مرتبه اول به فرم

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

: به فرمبطور معادل يا 

می باشد
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دیفرانسیل همگنمعادلات 

𝑓تابع  : تعريف 𝑥,𝑦  را همگن از درجه𝑛گوييم هرگاه

𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡𝑛𝑓 𝑥, 𝑦

.به طرز مناسبی اختيار شده باشند𝑡و 𝑥 ،𝑦که در آن 

𝑓ع   تاب: مثال  𝑥,𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦2 ln
𝑥

𝑦
:است زيرا2همگن از درجه 

𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡𝑥 2 + 𝑡𝑦 2 + 𝑡𝑦 2 ln
𝑡𝑥

𝑡𝑦

= 𝑡𝑥 2 + 𝑡𝑦 2 + 𝑡𝑦 2 ln
𝑡𝑥

𝑡𝑦

= 𝑡2 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦2 ln
𝑥

𝑦
= 𝑡2𝑓 𝑥, 𝑦

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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دیفرانسیل همگنمعادلات 

𝑓تابع  (: تابع همگن)تعريف  𝑥,𝑦  را همگن از درجه𝑛گوييم هرگاه

𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡𝑛𝑓 𝑥, 𝑦

.به طرز مناسبی اختيار شده باشند𝑡و 𝑥 ،𝑦که در آن 

𝑓ع   تاب: مثال  𝑥,𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦2 ln
𝑥

𝑦
:است زيرا2همگن از درجه 

𝒇 𝒕𝒙, 𝒕𝒚 = 𝑡𝑥 2 + 𝑡𝑦 2 + 𝑡𝑦 2 ln
𝑡𝑥

𝑡𝑦

= 𝑡𝑥 2 + 𝑡𝑦 2 + 𝑡𝑦 2 ln
𝑡𝑥

𝑡𝑦

= 𝑡2 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦2 ln
𝑥

𝑦
= 𝒕𝟐𝒇 𝒙, 𝒚
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دیفرانسیل همگنمعادلات 

𝑓عتاب: مثال  𝑥,𝑦 = 𝑦 sin
𝑥

𝑦
از درجه همگن 

𝟏

𝟐
:است زيرا

𝒇 𝒕𝒙, 𝒕𝒚 = 𝑡𝑦 sin
𝑡𝑥

𝑡𝑦

= 𝑡 𝑦 sin
𝑥

𝑦

= 𝒕
𝟏
𝟐𝒇 𝒙, 𝒚
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معادلات دیفرانسیل همگن

𝑓تابع   : مثال  𝑥,𝑦 =
𝑥+1

𝑦−𝑥
همگن نيست

𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑥 + 1

𝑦 − 𝑥

𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 =
𝑡𝑥 + 1

𝑡𝑦 − 𝑡𝑥

=
𝑡𝑥 + 1

𝑡𝑦 − 𝑡𝑥
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معادلات دیفرانسیل همگن

(: معادله همگن)تعريف 
معادله 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦

𝑓هرگاه تابع گوييم همگنرا  𝑥,𝑦 باشدهمگن از درجه صفر.

يا 
معادله 

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝑀توابع گوييم هرگاه همگنرا  𝑥,𝑦 𝑑𝑥  و𝑁 𝑥,𝑦همگن و هم درجه باشند.

این جزوه در وب سایت دکتر محمد هادی مصلحی به آدرس   
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:روش حل معادله همگن

𝑑𝑦معادله همگن 

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥,𝑦 متغير   تغيير را می توان با𝑣 =

𝑦

𝑥
به يک معادله 

.جداپذير تبديل کرد

𝑑𝑦اگر معادله   

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥,𝑦همگن باشد

𝑑𝑦تابع   

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥,𝑦همگن از درجه صفر است

𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡𝟎𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥, 𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑓
1

𝑥
𝑥,
1

𝑥
𝑦 = 𝑓 1,

𝑦

𝑥
= 𝑓 1, 𝑣

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 1, 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣

𝑣 =
𝑦

𝑥

𝑦 = 𝑣𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑥
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:روش حل معادله همگن

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 1, 𝑣
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 معادله همگن 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣 = 𝑓 1, 𝑣

جداپذيرمعادله 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 = 𝑓 1, 𝑣 − 𝑣

𝑑𝑣

𝑓 1, 𝑣 − 𝑣
=
𝑑𝑥

𝑥

→
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=
𝑓 1, 𝑣 − 𝑣

𝑥
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دیفرانسیل همگنمثال برای معادلات 

𝑥2:   معادله − 𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 − 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0

:معادلهحل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2

𝑥𝑦

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣 =

𝑥2 − 𝑥 𝑣𝑥 + 𝑣𝑥 2

𝑥 𝑣𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣 =

1 − 𝑣 + 𝑣2

𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣 =

1 − 𝑣

𝑣
+ 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 =

1 − 𝑣

𝑣

: معادلهادامه حل 

𝑣𝑑𝑣

1 − 𝑣
=
𝑑𝑥

𝑥

න
𝑣𝑑𝑣

1 − 𝑣
= න

𝑑𝑥

𝑥

1 − 𝑣 − ln 1 − 𝑣 = ln 𝑥 + 𝐶

1 −
𝑦

𝑥
− ln 1 −

𝑦

𝑥
= ln 𝑥 + 𝐶
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معادله     بحث در مورد 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑑1

𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑑2

.موازی باشند𝑳𝟐و  𝑳𝟏اگر دو خط 

:  يعنی 
𝒂𝟏

𝒂𝟐
=

𝒃𝟏

𝒃𝟐

𝑳𝟏: 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑑1 = 0
𝑳𝟐: 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑑2 = 0

.متقاطع باشند𝑳𝟐و  𝑳𝟏اگر دو خط 

:  يعنی 
𝑎1

𝑎2
≠

𝑏1

𝑏2

ه می توان معادله فوق را به يک معادل
جدا پذير تبديل کرد

له می توان معادله فوق را به يک معاد
همگن تبديل کرد
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معادله     بحث در مورد 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑑1

𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑑2

.موازی باشند𝑳𝟐و  𝑳𝟏اگر دو خط 

:  يعنی 
𝒂𝟏

𝒂𝟐
=

𝒃𝟏

𝒃𝟐

وجود دارد بطوری که𝒌عدد 
𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 = 𝑘(𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑑1
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑑2

=
𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑑1

𝑘 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑑2
=

𝑢 + 𝑑1
𝑘𝑢 + 𝑑2

𝑢 = 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 →
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑎1 + 𝑏1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
→

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢
𝑑𝑥

− 𝑎1

𝑏1

𝑢با تغيير متغير  = 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦

𝑑𝑢
𝑑𝑥

− 𝑎1

𝑏1
=

𝑢 + 𝑑1
𝑘𝑢 + 𝑑2

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑏1

𝑢 + 𝑑1
𝑘𝑢 + 𝑑2

+ 𝑎1

𝑑𝑢

𝑏1
𝑢 + 𝑑1
𝑘𝑢 + 𝑑2

+ 𝑎1

= 𝑑𝑥

جداپذيرمعادله 
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معادله     بحث در مورد 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑑1

𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑑2

ቊتغيير متغير  با 
𝑋 = 𝑥 − ℎ
𝑌 = 𝑦 − 𝑘

، معادله به يک 

(ℎ,𝑘)که نقطه . معادله همگن تبدبل می شود
.می باشد𝑳𝟐و  𝑳𝟏محل تلاقی دو خط 

.متقاطع باشند𝑳𝟐و  𝑳𝟏اگر دو خط 

:  يعنی 
𝑎1

𝑎2
≠

𝑏1

𝑏2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑑1
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑑2

→
𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

𝑎1𝑋 + 𝑏1𝑌

𝑎2𝑋 + 𝑏2𝑌 جداپذيرمعادله 
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