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می توان انتگرال معين يك  ،ی انتگرالاساسری است که توسط آن ها و قضايای هدف ارائه روش های انتگرال گيجزوه در اين 

   تابع پيوسته در يك فاصله را تعيين کرد.

 : باشند، در اين صورت xتوابع مشتق پذير از  vو  uفرض کنيد   روش جزء به جزء: -1

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢. 𝑣) = 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
   →   𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥 
=

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢. 𝑣) − 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

  روابط فوق:اکنون با انتگرال گيری از 

∫𝑢 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
  𝑑𝑥 =  ∫

𝑑

𝑑𝑥
 (𝑢. 𝑣)𝑑𝑥 − ∫ 𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝑑𝑥  

 يا به عبارت ديگر:

 

 

 

 

 : در صورتی که هدف انتگرال معين باشد آنگاه

∫ 𝑢 𝑑𝑣 = [𝑢𝑣 ]𝑎
𝑏 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 : مثال

 

                         {
  𝑢 = 𝑥              →    𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥      →      𝑣 =  𝑒𝑥

   ∫ 𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥  (1 

→  ∫ 𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 =   𝑥𝑒𝑥  −  ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 +  𝑐      

 : مثال

2)   ∫ ln𝑥 𝑑𝑥                        {
       𝑢 = ln𝑥       →      𝑑𝑢 =  

1

𝑥
 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥         →     𝑣 = 𝑥
   

⇒ ∫ ln𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln𝑥 − ∫ 𝑥.
1

𝑥
 𝑑𝑥 = 𝑥 ln𝑥 − ∫ 𝑑𝑥 = 𝑥 ln𝑥 − 𝑥 + 𝑐  

 : مثال

3)   ∫𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥                    {
           𝑢 = 𝑥     →      𝑑𝑢 = 𝑑𝑥                      
   𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥    →     𝑣 =  − 𝑐𝑜𝑠 𝑥

 

 ⇒ ∫𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =  −𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 =  −𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐 

∫𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢      
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 : مثال

 4) ∫ 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥            {
    𝑢 =  𝑡𝑎𝑛−1 𝑥     →      𝑑𝑢 =  

1

1+ 𝑥2
 𝑑𝑥

      𝑑𝑣 = 𝑑𝑥     →       𝑣 = 𝑥                             
 

⇒  ∫ 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 − ∫
𝑥

1+ 𝑥2
 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 − 

1

2
ln(1 + 𝑥2) +  𝑐  

 : مثال

5)   ∫𝑥2 𝑒𝑥 𝑑𝑥              {
 𝑢 =  𝑥2

       𝑑𝑣 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥 
   
       →            𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥

→            𝑣 =  𝑒𝑥
  

⇒  ∫ 𝑥2 𝑒𝑥 𝑑𝑥 =  𝑥2 𝑒𝑥 − ∫ 2𝑥 𝑒𝑥  𝑑𝑥  
 مثالهای قبلی
→        𝑥2 𝑒𝑥 −  2𝑥 𝑒𝑥 +  2𝑒𝑥 +  𝑐   

 : مثال

 6)   ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥          {
𝑢 =  𝑒𝑥          →       𝑑𝑢 =  𝑒𝑥  𝑑𝑥

      𝑑𝑣 = sin𝑥 𝑑𝑥     →        𝑣 = − cos𝑥
  

 
     

⇒ ∫𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =  − 𝑒𝑥 cos 𝑥 + ∫ 𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥  

∫برای بار دوم جزء به جزء را روی   𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥  .اعمال می کنيم 

{
𝑢 =  𝑒𝑥

        𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 
        

→        𝑑𝑢 =  𝑒𝑥  𝑑𝑥
→              𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥

  

⇒       ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 dx =  −𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 sin 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥  

⇒  2 ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 dx =  −𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 sin 𝑥  

⇒   ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =  
1

2
 𝑒𝑥  (sin 𝑥 − cos 𝑥)   

 روش جزء به جزء استفاده کنيم.متغير ظاهری بدهيم و بعد از تغيير  گاهی اوقات در محاسبه انتگرالها لازم است ابتدا يك 

∫                  :                                                                                               مثال sin√𝑥 𝑑𝑥 

√𝑥 = 𝑡 ⇒ 
𝑑𝑥

2 √𝑥 
= 𝑑𝑡 → 𝑑𝑥 = 2𝑡 𝑑𝑡  

⇒    ∫ sin√𝑥 𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡 ⇒ {
𝑢 = 𝑡 

𝑑𝑣 = sin 𝑑𝑡 
     ⇒  {

𝑑𝑢 = 𝑑𝑡
𝑣 =  − cos 𝑡

 

⇒ ∫ 𝑡 sin 𝑑𝑡 =  −𝑡 cos 𝑡 + ∫ cos 𝑡 𝑑𝑡 =  −𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 + sin 𝑡 + 𝑐  

 بنابراين:

 

 

∫ sin√𝑥 𝑑𝑥 =  −2 √𝑥 cos√𝑥 +  2 𝑠𝑖𝑛√𝑥 +  𝑐  

http://www.mbdm.ir/
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,𝑎] روی بازه  𝑓مثال: فرض کنيد تابع  𝑏]   دارای مشتق پيوسته است و   f(a) = f(b) = ∫   و   0 (f(x))2dx = 1
b

a
   

. 

∫:   ثابت کنيد  𝑥 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 =  − 
1

2
       

𝑏

𝑎
 

 حل :

{
𝑢 = 𝑥 𝑓(𝑥)

    𝑑𝑣 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 
          →        {

      𝑑𝑢 = (𝑓(𝑥) + 𝑥 𝑓′(𝑥))𝑑𝑥
𝑣 = 𝑓(𝑥)

  

⇒    ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥(𝑓(𝑥))2 ∫ − ∫ 𝑓(𝑥)(𝑓(𝑥) + 𝑥 𝑓′(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

                                                            =  𝑏 (𝑓(𝑏))2 + (𝑓(𝑎))2 − ∫ (𝑓(𝑥))2𝑑𝑥 − ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

⇒ ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 =  −1 − ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑓′
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥    

  ⇒ ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= −

1

2
 

,𝑎]روی بازه  𝑔و  𝑓مثال: فرض کنيد توابع  𝑏]  دارای مشتقات دوم پيوسته باشند 

𝑓(𝑎)   همچنين = 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) =  ثابت کنيد. .  0

∫ 𝑓"(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑔"(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

 حل:

{
𝑔(𝑥) = 𝑢

𝑓"(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 
   ⇒      {

𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

𝑓′(𝑥) = 𝑣
        ⇒     ∫ 𝑓"(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  

=  g(x)f ′(𝑥)∫ − ∫𝑔′(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  

{
𝑢 =  𝑔′(𝑥)

𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣
    ⇒      {

𝑑𝑢 =  𝑔"(𝑥)𝑑𝑥
𝑣 = 𝑓(𝑥)

  

⇒   ∫ 𝑓"(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =  −𝑔′(𝑥)𝑓(𝑥) ∫ + ∫ 𝑔"(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

 می گيريم. uرا  gپس در طرف اول داريم  "gرا می خواهيم. چون طرف دوم  gدر اين تمرين ما طرف دوم معادله مشتقات 

 تي:اانتگرالهاي مثلث  -2

∫ برای محاسبه انتگرالهايی شبيه  -  1.2 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥  و∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 :دو حالت را در نظر می گيريم 

𝑠𝑖𝑛2𝑥  آنگاه از اتحاد ، عدد صحيح فرد مثبتی باشد  n اگر  : حالت اول + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =  استفاده کنيد، يعنی بنويسيد:  1

𝑠𝑖𝑛𝑛x =  𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 𝑠𝑖𝑛2𝑥     ⇒     𝑠𝑖𝑛𝑛−2(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) =  𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥   

http://www.mbdm.ir/
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 . هم همينطور 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥برای 

∫                                                                                  مثال:           𝑠𝑖𝑛3𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ sin 𝑥. 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑑𝑥  

=∫ sin𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑑𝑥 =  ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ sin𝑥 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥= - cos 𝑥 + 
1

3
 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 + 𝑐 

𝑐𝑜𝑠2 𝑥عدد صحيح مثبت و زوج باشد آنگاه از اتحادهای  nاگر :  حالت دوم =  
1+𝑐𝑜𝑠2 𝑥

2
𝑠𝑖𝑛2 𝑥  و   =  

1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
  

 د.استفاده کني

 مثال:                 

                                                                      ∫ 𝑐𝑜𝑠4 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫(𝑐𝑜𝑠2 𝑥)2𝑑𝑥  ∫(
1+𝑐𝑜𝑠 2 𝑥

2
)2𝑑𝑥 

=   
1

4
 ∫(1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥)𝑑𝑥 =  

1

4
 𝑥 +

1

4
 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 +

1

4
 ∫ (

1+𝑐𝑜𝑠 4 𝑥

2
)𝑑𝑥      

        = 
1

4
 𝑥 +

1

4
 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 +

1

8
 𝑥 +

1

32
 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 + 𝑐                

∫   برای محاسبه انتگرالهای شبيه - 2.2 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥  و  ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑛𝑥 𝑑𝑥   که در آنn  عدد صحيح مثبتی است به صورت

 .زير عمل می کنيم

𝑡𝑎𝑛𝑛 𝑥 =  𝑡𝑎𝑛𝑛−2 𝑥 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 =  𝑡𝑎𝑛𝑛−2 𝑥 (𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 1)                                                          

                                  𝑐𝑜𝑡𝑛 𝑥 =  𝑐𝑜𝑡𝑛−2 𝑥 𝑐𝑜𝑡2𝑥 =

 𝑐𝑜𝑡𝑛−2 𝑥(𝑐𝑠𝑐2 𝑥 − 1) 

                     مثال:

                                                       ∫ 𝑡𝑎𝑛3 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑡𝑎𝑛 𝑥. 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑡𝑎𝑛 𝑥(𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 1)𝑑𝑥 

     ∫ 𝑡𝑎𝑛 𝑥. 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 − ln | sec | + 𝑐  =  

∫  در محاسبه انتگرالهايی نظير - 3.2 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥  و  ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥  کهn  عدد صحيح مثبتی است دو حالت در نظر می

 گيريم.

}  زوج باشد آنگاه از اتحادهای n: اگر حالت اول 𝑠𝑒𝑐
2 𝑥 = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥

  𝑐𝑠𝑐2 𝑥 = 1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥
 استفاده می کنيم.  

 يعنی می نويسيم:

  𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 =  𝑠𝑒𝑐𝑛−2 𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑥 = (1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑥)
𝑛−2

2   𝑠𝑒𝑐2𝑥    

𝑐𝑠𝑐𝑛 𝑥 =  𝑐𝑠𝑐𝑛−2 𝑥 𝑐𝑠𝑐2𝑥 = (1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥)
𝑛−2

2  𝑐𝑠𝑐2 𝑥  

 مثال:     

                                                                                           ∫ 𝑠𝑒𝑐4 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥 
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=  ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑥)𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ 𝑡𝑎𝑛2 𝑥. 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 +
1

3
 𝑡𝑎𝑛3 𝑥 + 𝑐 

 فرد باشد آنگاه از روش جزء به جزء استفاده می کنيم مثلا  n: اگر حالت دوم

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑛−2 𝑥. 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥  

}   و با انتخاب u = sec
n−2 x

dv = sec2 x dx
 کاهش می يابد. nتوان  ،   

         مثال:

                                                     ∫ 𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 =

∫ sec 𝑥. 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥               {
     𝑢 = 𝑠𝑒𝑐𝑥        →       𝑑𝑢 = sec 𝑥 𝑡𝑔 𝑥 𝑑𝑥

    𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥      →      𝑣 = 𝑡𝑔 𝑥                 
 

⇒ ∫𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 = sec𝑥 𝑡𝑔 − ∫ sec 𝑥(𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 1)𝑑𝑥 = sec 𝑥 𝑡𝑔 𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ sec 𝑥 𝑑𝑥  

⇒  2 ∫ 𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 = sec 𝑥 𝑡𝑔 𝑥 − ∫ sec 𝑥 𝑑𝑥 = sec 𝑥 𝑡𝑔 𝑥 − ln|sec 𝑥 + tan 𝑥| + 𝑐       

⇒ 𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
sec 𝑥. 𝑡𝑔 𝑥 +

1

2
ln|sec 𝑥 + 𝑡𝑔 𝑥| + 𝑐  

∫  برای محاسبه انتگرالهايی مانند -  4.2 𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥  𝑐𝑜𝑠𝑛 𝑥  .دو حالت در نظر بگيريد 

𝑠𝑖𝑛2صحيح مثبت فرد باشند آنگاه اتحاد  nيا  m: اگر حداقل يكی از اعداد  حالت اول 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 =  را استفاده کنيد. 1

 مثال:

∫ cos
1

2 𝑥 sin5 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ cos
1

2 𝑥 sin4 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ cos
1

2 𝑥 (1 − cos2 𝑥 )2  sin 𝑥 𝑑𝑥  

= ∫ (cos
1

2 𝑥 − 2 cos
5

2 𝑥 + cos
9

2 𝑥) sin𝑥 𝑑𝑥 = ∫ cos
1

2 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 

−2∫ cos
5

2 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ cos
9

2 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =
−2

3
 cos

3

2 𝑥 +⋯+ 𝑐       

 

𝑠𝑖𝑛2  زوج مثبت باشد باز هم اتحاد nو  m: اگر هر دو عدد  حالت دوم 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = استفاده کنيد. که در اين   1

 انتگرال به حالتهای قبل تبديل می شود.صورت 

                        مثال:

∫ sin2 x cos4 x dx = ∫(1 − cos2 x) cos4 x dx = ∫ cos4 x dx − ∫ cos6 x dx =       تبديل به حااتهای قبل

∫  محاسبه انتگرالهايی نظير :ـ   5.2 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑚 𝑥 𝑑𝑥  و  ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑡𝑚 𝑥 𝑑𝑥 

 سه حالت در نظر بگيريد:
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 عددی صحيح مثبت و فرد باشد آنگاه بنويسيد: m: اگر  حالت اول

∫ sec𝑛 𝑥 tan𝑚 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ sec𝑛−1 𝑥 tan𝑚−1 𝑥. sec 𝑥 tan 𝑥 𝑑𝑥  

𝑡𝑎𝑛2و بعد از اتحاد  𝑥 =  𝑠𝑒𝑐2 𝑥 −  :استفاده می کنيم. بطور مشابه 1

∫ csc𝑛 𝑥 cot𝑚 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ csc𝑛−1 𝑥 cot𝑚−1 𝑥 csc 𝑥 cot 𝑥 𝑑𝑥  

𝑐𝑜𝑡2و سپس از اتحاد  𝑥 = 𝑐𝑠𝑐2 𝑥 −  استفاده می کنيم. 1

                مثال: 

                                                                         ∫ tan3 𝑥 sec3 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ tan2 𝑥 sec2 𝑥 sec 𝑥 tan 𝑥 

 = ∫(sec2 𝑋 − 1) sec2 𝑥. sec 𝑥 tan 𝑥 𝑑𝑥 

= ∫ 𝑠𝑒𝑐4 𝑥 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =
1

5
 𝑠𝑒𝑐5 𝑥 +

1

3
 𝑠𝑒𝑐3 𝑥 + 𝑐 

 عددی صحيح زوج و مثبت باشد آنگاه بنويسيد. n: اگر  حالت دوم

∫ 𝑡𝑎𝑛𝑚 𝑥 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑚 𝑥 𝑠𝑒𝑐𝑛−2 𝑥 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥  

𝑐𝑠𝑐2و بعد از اتحاد  𝑥 = 1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥 :استفاده کنيد. و بطور مشابه 

∫ 𝑐𝑜𝑡𝑚 𝑥 𝑐𝑠𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑚 𝑥 𝑐𝑠𝑐𝑛−2 𝑥 𝑐𝑠𝑐2 𝑥 𝑑𝑥  

𝑐𝑠𝑐2و سپس از اتحاد  𝑥 = 1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥 .استفاده کنيد 

      مثال:

                                                                                      ∫ tan2 𝑥 sec4 𝑥 𝑑𝑥 =

 ∫ tan2 𝑥 sec2 𝑥 sec2 𝑥 𝑑𝑥 

= ∫ tan2 𝑥 (1 + tan2 𝑥) sec2 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ tan2 𝑥 sec2 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ tan4 𝑥 sec2 𝑥 𝑑𝑥 

 =
1

3
 tan3 𝑥 +

1

5
 tan5 𝑥 + 𝑐 

𝑠𝑒𝑐2عددی فرد باشد در اينصورت با استفاده از اتحادهای  nعددی زوج و  m: اگر  حالت سوم 𝑥 = 1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑥  و

𝑐𝑠𝑐2 𝑥 = 1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥 .به حالتهای قبل استفاده می کنيم 

          يعنی بنويسيد:

                ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑚 𝑥 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(𝑡𝑎𝑛2 𝑥)
𝑚

2 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = (𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 1)
𝑚

2  𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑥 𝑑𝑥    

∫                                                مثال: 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 1) 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑑𝑥  

= ∫ 𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑑𝑥⏟        
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= ∫𝑠𝑒𝑐3 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥| + 𝑐        

 برای محاسبه انتگرالهايی نظير:            -  6.2

                                                                        ∫ sin𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 

∫ sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥  

∫ cos𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥  

 از اتحادهای زير استفاده کنيد.

2 sin𝐴 sin𝐵 =  cos(𝐴 − 𝐵) − cos(𝐴 + 𝐵) 

2  sin𝐴 cos𝐵 =  sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) 

 2  cos𝐴 cos𝐵 =  cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) 

 مثال:

∫ sin3𝑥 sin2𝑥 𝑑𝑥 =  
1

2
 ∫ cos 𝑥 − cos 5𝑥 𝑑𝑥 =  

1

2
 (sin 𝑥 +

1

5
 sin 5 𝑥) + 𝑐  

𝐱𝟐√  انتگرالهايي كه عباراتي چون در محاسبه -3 − 𝐚𝟐 و √𝐚𝟐 + 𝐱𝟐  و √𝐚𝟐 − 𝐱𝟐 

 .رداز تغيير متغيرهاي زير استفاده ك، مي توان  مشاهده شدهدر آنها 

𝑥2      برای − 𝑎2      تغيير متغير                         ازx=  a  sec θ 

𝑎2      برای + 𝑥2      تغيير متغير         از                 x=  a tan θ 

𝑎2برای       − 𝑥2      تغيير متغيراز                      x=  a  sin θ 

∫             مثال:
𝑑𝑥

𝑥2 √4−𝑥2
 

 حل:

x=2 sinبگيريد:           θ                   

 4-𝑥2 = 4 − 4 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 = 4 𝑐𝑜𝑠2 𝜃     

   ⇒  𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃            ⇒            ∫
𝑑𝑥

𝑥2√4−𝑥2
= ∫

2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

4 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 √4 𝑐𝑜𝑠2 𝜃
   

 =  
1

4
 ∫

𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

𝑠𝑖𝑛2 𝜃 |𝑐𝑜𝑠 𝜃| 
= ± 

1

4
 ∫

1

𝑠𝑖𝑛2 𝜃 
 𝑑𝜃 = ± 

1

4
 ∫ 𝑐𝑠𝑐2 𝜃 𝑑𝜃 = ± 

1

4
 (− 𝑐𝑜𝑡 𝜃 + 𝑐) 

cos: چنانچه انتگرال معين باشد بايد روی علمت  1 تذکر x .بحث کنيد 

−  به عنوان مثال اگر
n

2
 < 𝜃 <

n

2
cosباشد آنگاه همواره    θ >  نيازی نيست.  ±و لذا به علمت  0
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∫       
cos𝜃 𝑑𝜃

sin2 𝜃 |cos𝜃|
= ∫       

dθ

sin2 𝜃 

𝜋

2

− 
π

2

  
𝜋

2

− 
π

2

  

                                                                        مثال:

                 ∫
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
       , 𝑎 > 0                                             𝑥 = 𝑎 sin 𝜃 

∫
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= ∫

𝑎 cos𝜃 𝑑𝜃

√𝑎2  cos2 𝜃
= ∫

cos𝜃

|cos𝜃|
 𝑑𝜃 =  ±∫𝑑𝜃 =  ±𝜃 + 𝑐  

 -در صورتی که:       
n

2
 < 𝜃 <

n

2
∫    آنگاه:        

𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= sin−1

𝑥

𝑎
+ 𝑐 

∫                مثال:
𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2
 

X= a tan 𝜃 ⇒  {𝑑𝑥 = 𝑎 sec
2 𝜃 𝑑𝜃          

𝑥2 + 𝑎2 = 𝑎2 sec2 𝜃 𝑑𝜃
 

= ∫
𝑎 sec2 𝜃 𝑑𝜃

𝑎2 sec2 𝜃 
= 

1

𝑎
∫𝑑𝜃 =

1

𝑎
 𝜃 + 𝑐 =

1

𝑎
 tan−1

𝑥

𝑎
+ 𝑐   

                                                                                                                                      مثال:

∫
dx

√x2−a2
          |

x

a
| > 1          

  بگيريد  حل:     

 

x = sec 𝜃                                                                                                                                                                   

𝑥2 − 𝑎2 = 𝑎2 tan2 𝜃                 ∶      در اينصورت

 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐 𝜃 𝑡𝑎𝑛 𝜃 𝑑𝜃 ⇒ ∫
𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
= ∫

 𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃 𝑡𝑎𝑛𝜃 𝑑𝜃    

√𝑎2−𝑡𝑎𝑛2 𝜃
                                                  

   𝑑𝜃 = ±∫ sec 𝜃 𝑑𝜃 = ∫
sec𝜃 tan𝜃  

|tan𝜃|
   

= ± ln|sec 𝜃 + tan 𝜃| = ±𝑙𝑛 |
𝑥

𝑎
 ∓

√𝑥2−𝑎2

𝑎
| + 𝑐 

 اما برای علمتها می توان نوشت:

>0وقتی  θ <
n

2
  tan, sec,  هر دو مثبت و وقتی

n

2
< 𝜃 < 𝑛 tan, sec, :هر دو منفی خواهند بود لذا 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
= {

ln |
𝑥

𝑎
+
√𝑥2−𝑎2

𝑎
| + 𝑐

− ln |
𝑥

𝑎
− 

√𝑥2−𝑎2

𝑎
| + 𝑐

  

         اما داريم:  

                                                                                                     −𝑙𝑛 |
𝑥

𝑎
− 
√𝑥2−𝑎2

𝑎
| = l𝑛 |

𝑎

√𝑥2−𝑎2
| − 
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= 𝑙𝑛 |
𝑎(𝑥+√𝑥2−𝑎2)

𝑎2
| = 𝑙𝑛 |

𝑥

𝑎
+ 

√𝑥2−𝑎2

𝑎
|  

 بنابراين می توانيم بنويسيم:

∫
𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
= ln |

𝑥

𝑎
+ 

√𝑥2−𝑎2

𝑎
| + 𝑐 = ln |𝑥 +

𝑥

𝑎
− √𝑥2 − 𝑎2| + 𝑐′  

<a: در عبارت  2 تذکر 0،√a2 + x2  می توان از تغيير متغيرx= a sin h θ .استفاده کرد 

                                                                                                                                                                      مثال:

       ∫
𝑑𝑥

√𝑥2+𝑎2
 

𝑋 =  𝑎 𝑠𝑖𝑛 ℎ 𝜃 ⇒ 𝑥2 + 𝑎2 = 𝑎2 𝑐𝑜𝑠 ℎ2𝜃                                                    

 dx= a cos ℎ 𝜃 𝑑𝜃 

 ∫
𝑑𝑥

√𝑎2  cosℎ2𝜃
 𝑑𝜃 = ∫𝑑𝜃 = 𝜃 + 𝑐 = sinℎ−1  

𝑥

𝑎
+ 𝑐 

cosدر اينگونه تغيير متغير، نيازی به بحث علمت راديكال نيست زيرا می دانيم  h x ≥   همينطور در صورتی که جمله 1

√x2 − a2  ظاهر شود می توانيد از تغيير متغيرx= a cos h x .استفاده کنيد 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
= ∫

𝑎 sinℎ𝜃 𝑑𝜃

√𝑎2 sinℎ2𝜃
= ±𝜃 + 𝑐 = ±cosℎ−1  

𝑥

𝑎
  

: توجه داشته باشيد چنانچه از تغيير متغيرهای گفته شده استفاده می کنيد حتماا روی علمتها بخصوص وقتی انتگرال  3تذکر 

 معين می باشد استفاده کنيد.

 محاسبه انتگرالهايي كه در آنها جمله درجه دوم -4

   𝒃, 𝒄 ∈ 𝑹و 𝒂 ≠ 𝒂𝒙𝟐 که 𝟎 + 𝒃𝒙 + 𝒄   ظاهر شود. 

 معمولاا سعی می کنيم که معادلات درجه دوم را به اتحاد مربع تبديل کنيم و سپس از روش های قبل استفاده نماييم.

𝑥    با گرفتن         مثال: + 
1

2
= u                   

                        ∫
(𝑥−1)𝑑𝑥

𝑥2+𝑥+1
= ∫

(𝑥−1)𝑑𝑥

(𝑥+
1

2
)2+

3

4

 

⇒ ∫
(𝑥−1)𝑑𝑥

(𝑥+
1

2
)2+

3

4

= ∫
(u−

3

2
)du

u2+
3

4

= ∫
udu

u2+
3

4

−
3

2
∫

du

u2+
3

4

  

              = 
1

2
ln (𝑢2 +

3

4
) − 

3

2
×

2

√3
𝑡𝑎𝑛−1

√3

2
𝑢 + 𝑐 

= 
 1

2
ln((𝑥 +

1

2
)2 +

3

4
) + √3 tan−1

√3

2
 (𝑥 +

1

2
) + 𝑐                                         
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∫                    مثال:
𝑑𝑥

√2𝑥−𝑥2
= ∫

𝑑𝑥

√−(𝑥2−2𝑥)
= ∫

𝑑𝑥

√−(𝑥−1)2+1
= ∫

𝑑𝑥

√1−(𝑥−1)2
= sin−1(𝑥 − 1) + 𝑐 

  انتگرال گيري به روش تفكيك كسرهاي ساده: - 5

𝐹(𝑥) که در  ، بايد بگوييمقبل از اينكه اين بحث را شروع کنيم  = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥   معمولاا𝐹(𝑥)  را تابع اوليه𝑓 و خود 𝑓(𝑥)  

  ، فرض کنيد انتگرالده بصورت 𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫را انتگرالده يا انتگران گوييم. اکنون در محاسبه 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
دو   𝑄  و   𝑃که باشد    

 . اگر  کمتر است 𝑄حداقل يكی از درجه  𝑃چند جمله ای بوده و درجه 

 𝑄(𝑥) = (𝑎1𝑥 + 𝑏1)(𝑎2𝑥 + 𝑏2)(𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛)                                                                                                 

                                                                                    آنگاه:
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴1

𝑎1𝑥+𝑏1
+

𝐴2

𝑎2𝑥+𝑏2
+⋯+

𝐴𝑛

𝑎𝑛𝑥+𝑏𝑛
 

 را پيدا کرد. 𝐴1 ،𝐴2......،𝐴𝑛 که با مخرج مشترك گرفتن و متحد قرار دادن صورتها می توان مقادير

∫                                               در نتيجه:
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 𝑑𝑥 = ∫

𝐴1

𝑎1𝑥+𝑏1
 𝑑𝑥 + ⋯+ ∫

𝐴𝑛

𝑎𝑛𝑥+𝑏𝑛
 𝑑𝑥 

            مثال:

                                                             ∫
𝑑𝑥

𝑥2−𝑥
= ∫

𝑑𝑥

𝑥(𝑥−1)
 

1

x(x−1)
=
A

x
+

B

x−1
=
Ax−A+Bx

x(x−1)
=
(A+B)x−A

x(x−1)
     ⇒     {

A + B = 0          A = −1
−A = 1                B = 1    

   

⇒ ∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥−1)
= ∫

−1

𝑥
𝑑𝑥 + ∫

𝑑𝑥

𝑥−1
= −l𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝑐 = ln |

𝑥−1

𝑥
| + 𝑐                  

 عوامل مشترك پيدا شود يعنی:  𝑄(𝑥)    اکنون اگر در تجزيه

 𝑄(𝑥) = 𝑎1𝑥 + 𝑏1)
𝑟1(𝑎2𝑥 + 𝑏2)

𝑟2 …… . (𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛)
𝑟𝑛                                                

                                                                   :در اينصورت
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴1

𝑎1𝑥+𝑏1
+

𝐴2

(𝑎1𝑥+𝑏1)
2 + ⋯

𝐴 𝑟1

(𝑎1𝑥+𝑏1)
𝑟1

 

+
𝐵1

𝑏2𝑥+𝑏2
+

𝐵2

(𝑎2𝑥+𝑏2)
2 +⋯+

𝐵 𝑟2
(𝑎2𝑥+𝑏2)

𝑝2
  

+⋯+
𝐶1

(𝑎𝑛𝑥+𝑏𝑛)
+

𝐶2

(𝑎𝑛𝑥+𝑏𝑛)
2 +⋯+

𝐶 𝑟𝑛
(𝑎𝑛𝑥+𝑏𝑛)

𝑟𝑛
  

 ها را پيدا کرد. Ciها و  Biها و  Aiکه با مخرج مشترك گرفتن و متحد قرار دادن صورتها می توان تمام مجهولات 

مثلا کسر 
1

𝑥2(𝑥−1)3
 را بصورت زير تجزيه می کنيم. 

1

x2(x−1)3
=
𝐴1

𝑥
+
𝐴2

𝑥2
+

𝐵1

𝑥−1
+

𝐵2

(𝑋−1)2
+

𝐵3

(𝑥−1)3
                      

∫                                                                                                                                مثال:
(x−1)dx

x2(x+1)
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𝑥−1

𝑥2(𝑥+1)
=
𝐴1

𝑥
+
𝐴2

𝑥2
+

𝐵

𝑥+1
=
𝐴1𝑥(𝑥+1)+𝐴2(𝑥+1)+𝐵𝑋

2

𝑥2(𝑥+1)
  

= 
(𝐴1+𝐵)𝑥

2+(𝐴1+𝐴2)𝑥+𝐴2

𝑥2(𝑥+1)
 

⇒

{
 
 

 
 
𝐴1 + 𝐵 = 0                                                                                                 

𝐴1 + 𝐴2 = 1                       ⇒ {
𝐴1 = 2  
𝐴2 = −1
𝐵 = −2

                                               

𝐴2 = −1                                                                                                      

  

 بنابراين: 

∫
𝑑𝑥

𝑥2(𝑥+1)
= ∫

2

𝑥
𝑑𝑥 + ∫

−1

𝑥2
𝑑𝑥 + ∫

−2

𝑥+1
  

=2ln|𝑥| +
1

2
− 2 ln|𝑥 + 1| + 𝑐 =

1

2
+ 2 ln |

𝑥

𝑥+1
| + 𝑐 

درجه کمتر آنگاه عوامل صورت يك رب دارای درجه بيشتر از يك باشند عوامل مجزای ض 𝑄(𝑥)   تذکر مهم: اگر در تجزيه

 خواهند بود.

       مثلا:

       
1

(x2+1)3
=
A1x+B1

x2+1
+
A2x+B2

(x2+1)2
+
A3x+B3

(x2+1)3
 

  به عنوان مثال:

 ∫
5𝑥2+3𝑥−2

𝑥3−1
𝑑𝑥 

5𝑥2+3𝑥−2

𝑥3−1
=

5𝑥2+3𝑥−2

(x−1)(x2+x+1)
=

A

x−1
+

𝐵𝑥+𝑐

x2+x+1
  

                                                             ⇒   {
𝐴 = 2
B = 3
C = 4

         {
𝐴 + 𝐵 = 5       
A − B + C = 3
A − C = −2     

                     = 

(𝐴+𝐵)𝑥2+(𝐴−𝐵+𝐶)𝑥+𝐴−𝑐

𝑥3−1
 

اگر در انتگرالده 
𝑃(𝑋)

𝑄(𝑋)
کنيم و عمليات تقسيم می  𝑄(𝑋)  را بر 𝑃(𝑋)باشد آنگاه ابتدا  𝑄(𝑋)بيشتر يا مساوی  𝑃(𝑋)درجه  

 دهيم.قبل را برای باقيمانده انجام می 

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑅(𝑋) +

𝑡(𝑥)

𝑄(𝑋)
   

 يعنی با عمل تقسيم داريم:

            و لذا
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                                ∫
𝑃(𝑥)

Q(x)
dx = ∫R(x)dx +

∫
t(x)

Q(x)
dx                                                                                           

𝐬𝐢𝐧انتگرالهايي كه شامل توابع گويايي از در  -6 𝐱  و𝐜𝐨𝐬 𝐱  از تغيير  ،مي باشند

𝒛   متغير = 𝐭𝐚𝐧
𝐱

𝟐
  استفاده كنيد  

 در اينصورت

sin 𝑥 =
2 tan

𝑥

2

1+tan2
𝑥

2

=
2𝑧

1+𝑧2
  

 cos 𝑥 =
1−tan2

𝑥

2

1+tan2
𝑥

2

=
1−𝑧2

1+𝑧2
 

 𝑑𝑧 =
1

2
(1 + tan2

𝑥

2
)𝑑𝑥 ⇒ 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑧

1+𝑧2
 

                                                                                                             انتگرال زير:مثال: مطلوبست تعيين 

∫
𝑑𝑥

1+sin𝑥+cos𝑥
 

 حل: با تغيير متغير گفته شده بدست می آوريم

∫
𝑑𝑥

1+sin𝑥+cos𝑥
= ∫

2𝑑𝑧

1+𝑧2

1+
2𝑑𝑧

1+2𝑧
+
1−𝑧2

1+𝑧2

  

= ∫
𝑑𝑧

1+𝑧
= 𝑙𝑛|1 + 𝑧| + 𝑐 = 𝑙𝑛 |1 + 𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
| + 𝑐 

sinگويا از  تابعیدر صورتی که انتگرالده  x  وcos x  با تبديل و باشدsin x  به-sin x   و ياcos x  به-cos x   ، انتگرال هيچ

z=tan تغييری نكند آنگاه از تغيير متغير x  :استفاده کنيد زيرا 

sin2 𝑥 =
tan2 𝑥

1+tan2 𝑥
=

𝑧2

1+𝑧2
                              𝑑𝑧 = (1 + tan2 𝑥)𝑑𝑥  

   cos2 𝑥 =
1

1+tan2 𝑥
=

1

1+𝑧2
                            dx =

dz

1+𝑧2
                               

                                         مثال: انتگرال زير را بدست آوريد.                                                                             

∫
𝑑𝑥

1+sin2 𝑥
 

    حل:با تغيير متغير فوق داريم.

            ∫
𝑑𝑥

1+sin2 𝑥
= ∫

dz

1+z2

1+
z2

1+z2

= ∫
dz

1+2z2
= 1 2⁄ ∫

dz

z2+
1

2

 

= 
1

2
∫

𝑑𝑧

𝑧2+(
1

√2
)2
=
1

2
𝑥√2 tan−1 √2 𝑧 + 𝑐 
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= 
√2

2
tan−1(√2 tan 𝑥) + 𝑐 

باشد آنگاه مي توان با تغيير  xاگر انتگرالده شامل توان هاي كسري از متغيير   -7

𝒙 متغير = 𝒛𝒏  ساده كرد كه در آنn  مشترك مخرج توانهاست.كوچكترين مضرب 

∫                                                                                                                                   مثال:
𝑑𝑥

√𝑥− √𝑥
4 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
1
2−𝑥

1
4

 

𝑥                  می باشد لذا بگيريد. 4، عدد 4و  2چون کوچكترين مضرب مشترك بين  = 𝑧4 

                       در نتيجه:

           ∫
𝑑𝑥

√𝑥− √𝑥
4 = ∫

4𝑧3𝑑𝑧

𝑧2−𝑧
= 4∫(𝑧 + 1) +

1

𝑧−1
𝑑𝑧 

= 4∫(𝑧 + 1)𝑑𝑧 + 4∫
𝑑𝑧

𝑧−1
= 2𝑧2 + 4𝑧 + 4 ln|𝑧 − 1| + 𝑐 =  2√𝑥 + 4√𝑥

4 + 4 ln|√𝑥
4 − 1| + 𝑐 
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